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Vorwort, 


Di: folgende Bearbeitung der Kegelſchnitte ijt durch bie 
Erweiterung des mathematiſchen Lehrſtoffes veranlaßt, welche 
die Unterrichts- und Prüfungs⸗Ordnung vom 6. October 1859 
für die Realſchulen I. Ordnung herbeigeführt hat. Sie ſoll in 
den Händen der Schüler als Leitfaden dienen und das für den 
Unterricht nothwendige Material liefern. Eine vielſeitige Be— 
handlung des Stoffes erſchien dabei wichtiger, als eine weit⸗ 
gehende; daher ſind die analytiſchen Erörterungen mit den 
ſynthetiſchen verbunden. Wie bei den geradlinigen Figuren und 
dem Kreiſe der Schüler beide Hülfsmittel, Conſtruction und 
Rechnung, anzuwenden geübt wird, ſo wird man ihm auch für 
die Betrachtung der neuen Figuren beide Wege zu eröffnen 
haben. Beide Methoden haben ihre Vorzüge; die ſynthetiſche 
führt zu lebendigen Anſchauungen, haftet aber am Speciellen; 
die analytiſche beſitzt umgekehrt alle wünſchenswerthe Allgemein⸗ 
beit, raubt aber den geometriſchen Geſtalten und der Beſchäfti— 
gung damit ihren eigenthümlichen Reiz. Außerdem eignen ſich 
bei den Kegelſchnitten die Unterſuchungen, welche z. B. auf die 
Brennpunkte Beziehung nehmen, beſſer für die ſynthetiſche und 
die, welche fid) an die Achſen anlehnen, mehr für die analytiſche 
Behandlung. — Der Leitfaden ſoll den alten pädagogiſchen For— 
derungen genügen; es ſoll vom Speciellen ausgegangen und 
das Allgemeine aus der Kenntniß des Speciellen gewonnen, es 
jell nach allen Richtungen hin das Neue an Bekanntes an- 
geknüpft und ein beſchränkteres Gebiet in jeder Beziehung 
vertraut gemacht, es ſollen die einfachſten Hülfsmittel benutzt 

; 1% 


werden. Von der analytiſchen Geometrie wird nur bie Be 
kanntſchaft mit rechtwinkligen Coordinaten vorausgeſetzt, daher 
die Sätze von den parallelen Sehnen in eigenthümlicher, aber, 
wie mich dünkt, ſehr einfacher Weiſe bewieſen worden ſind. Die 
nach meinem Dafürhalten unerläßliche Betrachtung der Durch⸗ 
ſchnittsfiguren am Kegel hoffe ich gleichfalls in keiner unzweck⸗ 
mäßigen Weiſe ausgeführt zu haben. 


Der Verfaſſer. 


J. Von der Parabel. 


Synthetiſcher Theil. 
51. 


Erklärung. Die Parabel ift eine Kurve, deren 
ſämmtliche Punkte von einer geraden Linie dieſelbe 
Entfernung haben, wie von einem feſten Punkte. — 
Die Gerade heißt Leitlinie (linea directrix), der Punkt 
Brennpunkt, jede Gerade, welche einen Punkt der Kurve 
mit dem Brennpunkt verbindet, Leitſtrahl (radius veetor), 
die Gerade, welche durch den Brennpunkt geht und ſenkrecht 
auf der Leitlinie ſteht, Achſe, jede zur Achſe parallele Linie 
Parallelſtrahl. 

Folgerung. Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte 
der Kreiſe, die eine gegebene Gerade berühren und durch einen 
gegebenen Punkt gehen, iſt eine Parabel. 

Conſtruetion a) in einem Zuge: 

An einem Lineal iſt in E ein Faden befeſtigt, der ſo lang Fig. 1. 
ijt wie AE; das andere Ende des Fadens ift in B mit einer 
Nadel im Papier feſtgeſteckt. Indem nun das Lineal parallel 
mit ſich ſelber fortbewegt und durch einen Stift der Faden 
immer ſtraff gehalten wird, beſchreibt der Stift auf dem Papier 
einen Parabelbogen, für welchen LD die Leitlinie und B der 
Brennpunkt iſt. 

Beweis: BS + SE = AS + SE, alſo 


` BS = AS und 8 ein Punkt der Parabel, 
ferner BP + PE’ = AP + PE,, alſo 


BP = АР und P ebenfalls ein Parabelpunkt. 


Fig. 2. 


Fig. 3. 


Fig. 4. 
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b) Durch einzelne Punkte: 

Man zieht Parallelen zur Leitlinie, mißt die Entfernung 
der einzelnen Parallelen von der Leitlinie ab und ſchlägt mit 
dieſen Entfernungen Kreiſe um den Brennpunkt. Die Punkte, 
in welchen dieſe Kreiſe die betreffenden Parallelen ſchneiden, find 
Punkte der Parabel, welche ſchließlich durch einen freien Zug 
verbunden werden müſſen. 

Beweis einfach. 

Anmerkung. Andere Conſtructionen (die weniger einfach 
find) erhält man, wenn man die Parallelen zur Achſe zieht 
und in ihnen die Punkte der Parabel als Spitzen von gleich» 
ſchenkligen Dreiecken beſtimmt, deren Grundlinien bekannt ſind. 

§ 2. 

Erklärung. Ein Punkt, von ber Kurve aus auf ber 
Seite des Brennpunktes gelegen, liegt innerhalb der Parabel, 
ein ſolcher auf der Seite der Leitlinie dagegen außerhalb. 

Lehrſatz 1. Jeder innerhalb der Parabel gelegene Punkt 
iſt dem Brennpunkt näher als der Leitlinie. 

Vorausſetzung. BF und BG treffen verlängert die 
Parabel in P und 0. 

Behauptung. a) ВЕ = FF und b) BG < GG", 

Beweis. а) ВР = PP’, alfo 

BP — FP< PP’ + EF oder BF < FF. 
b) BQ = 00 
GQ > QH 


alſo BQ — GQ < QQ‘ — ОН ober BEG GG". 
Lehrſatz 2. Jeder außerhalb der Parabel gelegene Punkt 
iſt der Leitlinie näher als dem Brennpunkte. 
Vorausſetzung. BF und BG ſchneiden die Parabel in 
P und 0. 
Behauptung. а) BF > FF' und b) BG > GG! 
Beweis. а) BP = PP, alío 
BP +PF>PP' PE oder BES FF’. 
b) BQ = QQ' 
QG > GH 


alſo BQ 4-QG > QQ' + GH oder BG GG", 
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Folgerung. Innere oder näher am Brennpunkt, jo wie 
äußere oder näher an der Leitlinie liegende Punkte bedeutet 
daſſelbe; den Uebergang machen die Punkte der Parabel, für 
welche Gleichheit der Entfernungen ſtattfindet. 


8 3. 

Lehrſatz 1. Die Parabel bildet über und unter 
der Achſe 2 congruente Zweige. 

Beweis. Schlägt man den unteren Theil der Parabel Fig. 2. 
mit den Parallelen um die Achſe herum, ſo fallen die unteren 
Theile der Parallelen mit den oberen zuſammen, und da GU 
= GP, HV = HQ u. f. w. ijt, fo fällt U auf P, V auf 0 
u. ſ. w., d. h. die beiden Zweige decken ſich. 

Zuſatz. Die zur Achſe ſenkrechten Parabelſehnen werden 
von ihr halbirt. 

Lehrſatz 2. In der Achſe liegt nur 1 Punkt der Parabel 
und zwar in der Mitte zwiſchen Brennpunkt und Leitlinie. 

Beweis. Ein Punkt in der Achſe, der von Brennpunkt Fig. 2 
und Leitlinie gleiche Entfernung haben ſoll, muß von B und A 
gleich weit entfernt, kann alſo nur der Halbirungspunkt von 
BA ſein. 

Folgerung 1. Die Parabel ſchneidet die Achſe in 8 und 
ſonſt nicht wieder. 

Lehrſatz 3. Der Punkt in der Achſe liegt von allen 
Parabelpunkten der Leitlinie am nächſten. 

Beweis erhellt aus § 1, Conſtruction b; denn von den 
Kreiſen um B wird die durch S gehende Parallele berührt, jede 
der Leitlinie nähere Parallele gar nicht getroffen, jede entferntere 
in 2 Punkten geſchnitten. 

Folgerung 2. Der in der Achſe liegende Punkt (8) 
heißt Scheitelpunkt der Parabel. 

Folgerung 3. Von der Leitlinie entfernt іф die 
Parabel bis in's Unendliche. 

Lehrſatz 4. Jeder Parallelſtrahl wird nur einmal von 
der Parabel geſchnitten. 

Beweis. Jeder Punkt 2 in dem Parallelſtrahl PP“ liegt Fig. 5. 
näher an B als an P', denn 


gig. 6. 
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ZB = ZP + BP oder, da ВР = PP‘ ijt, 
ZB < ZP + PP’ oder 
ZB < ZP’, 
Wie weit man auch den Parallelſtrahl in der Richtung 
PZ verlängern mag, er bleibt immer innerhalb der Parabel und 
ſchneidet dieſelbe nicht wieder. 
Folgerung 4. Die Parabel biegt ſich nie zur 
Achſe zurück, ſondern entfernt ſich von ihr bis in's 
Unendliche. 


§ 4, 

Erklärung. Eine Gerade, die mur 1 Punkt mit einer 
Kurve gemein hat und nach beiden Seiten hin außerhalb der- 
ſelben liegt, heißt Tangente, die im Berührungspunkte auf 
ihr Senkrechte heißt Normale. 

Lehrſatz 1. Im Scheitelpunkt ſteht die Tangente ſenkrecht 
auf der Achſe, und die Achſe iſt Normale. 

Beweis leicht. 

ejrjag 2. Werden die Winkel, welde Leit— 
ſtrahl und Parallelſtrahl mit einander bilden, hal- 
birt, ſo erhält man Tangente und Normale des 
Parabelpunktes. 

Fall 1. Vorausſetzung. 2 TPP' = 2 TPB, 

Behauptung. TG ijt Tangente. 

Beweis. A GPP' © A АРВ, 

daher GP! = GB, 
aber GP’ > GG', 
aljo auch GB > GG und 6, fowie die ganze 
Linie von P nach б hin liegt außerhalb der Parabel. 

Daſſelbe läßt fid) für jeden Punkt Н auf der anderen 
Seite der Tangente beweiſen. 

Fall 2. Vorausſetzung. 2 NPB = 2 NPZ, 

Behauptung. PN ift Normale. 

Beweis. Zieht man TG L PN in P, fo iſt auch 
4 ВРТ = z ZPG = 2 TPP’, es halbirt alſo dieſe белі» 
rechte 2 BPP’, ijt alſo Tangente (Fall 1); daher auch PN 
Normale. 
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Lehrſatz 3. (Umkehrung.) Jede Tangente halbirt ben 
Winkel, den der Leitſtrahl des Berührungspunktes mit dem 
Parallelſtrahl bildet. 

Beweis. Geſetzt, es gäbe für einen Punkt noch eine 
Tangente, die den bezeichneten Winkel nicht halbirte, ſo würde 
es nahebei einen Parabelpunkt geben, der eine dieſer Tangente 
parallele Tangente hätte. Dies wäre etwas Unmögliches, denn 
eine Tangente, parallel verſchoben, kann nicht Tangente bleiben. 

Zuſatz. Jede Normale halbirt den Nebenwinkel desjenigen 
Winkels, der von der Tangente halbirt wird. 

Anmerkung. Ein Wärmeſtrahl (Licht-, Schallſtrahl), 
der parallel der Adje auf eine paraboliſch-gekrümmte Fläche 
fällt, wird wegen Gleichheit des Einfalls- und Reflexions- 
Winkels nach der Zurückwerfung durch den Brennpunkt gehen, 
und umgekehrt: ein Strahl, der vom Brennpunkt aus auf die 
Fläche fällt, geht nach der Reflexion parallel der Achſe fort. 
Es erklärt ſich hieraus die Benennung Brennpunkt für B 
und Brennweite für 8B. 

§ 5. 

Lehrſatz 1. Die Linie BP’, welche vom Brennpunkt Fig. 6. 
nach dem Durchſchnittspunkt des Parallelſtrahls und der Leit⸗ 
linie geht, ſteht 1. auf der Tangente TP ſenkrecht, wird 2. von 
ihr halbirt und der Halbirungspunkt liegt 3. in der Scheitel⸗ 
tangente. 

Beweis zu 1. und 2. leicht; 

zu 3: BE = EP’ und BS = SA, alſo 
SE 4 AP’ und E ein Punkt der Scheiteltangente. 

Lehrſatz 2. Die Durchſchnittspunkte der Tangente und 
Normale mit der Achſe ſind eben ſo weit vom Brennpunkt 
entfernt, als der Berührungspunkt. 

Beweis leicht. 

Folgerung. Wenn der Punkt P ſich auf der Parabel 
weiter bewegt, entfernt ſich der Durchſchnittspunkt der Tangente 
und Achſe immer weiter vom Brennpunkte, und die Tangenten 
ſchneiden die Achſe unter immer kleineren Winkeln. Die 
Tangente kann jedoch nie parallel, die Normale nie 
ſenkrecht zur Achſe werden. 


Fig. 6. 


Fig. 7. 
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§ 6. 
Aufgabe 1, An einen gegebenen Punkt der Parabel 
eine Tangente zu ziehen. 
Auflöſung. 1) Man halbirt 2 BPP", 

2) Man fällt von P eine Senkrechte auf BP’. 

3) Man verbindet P mit dem Halbirungs⸗ 

punkte von BP", 

4) Man verbindet P mit dem Durchſchnitts⸗ 
punkte E von BP’ und der Scheitel⸗ 
tangente, 

(einfachſte). Man ſchlägt mit BP einen 
Kreis um B und verbindet den Durd)- 
ſchnittspunkt T dieſes Kreiſes und der 
Achſe mit P. 
Man macht BN = BP, verbindet N 
mit P und errichtet auf NP in P eine 
Senkrechte. 
Man ſchlägt über dem Radiusvector BP 
einen Halbkreis und verbindet den Punkt 
E, in welchem der Kreis die Scheitel- 
tangente ſchneidet, mit P. 

Beweiſe leicht nach $ 4 und 5. 

Aufgabe 2. An einen gegebenen Punkt der Parabel eine 
Normale zu ziehen. 

Auflöſungen denen der vorigen Aufgabe ſich anſchließend. 

Aufgabe 3. Von einem außerhalb der Parabel gelegenen 
Punkte F aus die beiden Tangenten an die Kurve zu ziehen. 

Auflöſung. Man ſchlägt einen Kreis mit FB um Е, 
der die Leitlinie LD in P“ und Q' ſchneidet, und zieht PP’ 
und QQ’ L LD. Dann find FP und FQ die verlangten 
Tangenten. 

Beweis. A FPP’ c A FPB umd A FQQ' 2 A 
FQB (3 Seiten), aljo 2 FPP’ = 2 FPB und 2 F, 
= Fab und FP und FQ Tangenten nach $ 4 Lehrſatz 2. 


5 


— 


6 


— 


-3 
— 
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Analytiſcher Theil. 


§ 7. 

Gleichung der Parabel. Man wählt den Scheitel- Fig. 8. 
punkt zum Anfangspunkt der Coordinaten, die Parabel-Achſe 
zur Abiciffen , die Scheiteltangente zur Ordinaten-Achſe. Für 
einen beliebigen Punkt P der Parabel it PE = y, SE = x. 
Es ſoll die Beziehung von y und x zu einander 
durch eine Gleichung ausgedrückt werden. 

AB iſt eine gegebene Größe, fie werde 


= I gejegt, dann ij A S = BS = T 
Nach ber Grundbedingung für den Parabelpuntt ijt 
Hp = ХЕ Ж + p; im rechtwinkligen 
Д BEP iji aljo PB = x + i p BE = x – 4 p und 
nach dem pythagoreiſchen Lehrſatz 
у? = (х + 1 р)? — (х — + р)? oder vebucirt 


у? = px. Dies ijt die Scheitelgleichung der 
Parabel. 
§ 8. 

Diskuſſion der Gleichung y? = px. 

1) Für x = о wird y = о; daraus folgt: bie Parabel Fig. 8. 
ſchneidet die x Adje in S. (5 3, Bolg. 1.) 

2) Für keinen andern Werth von x wird y So; daraus 
folgt: die Achſe wird nicht zum zweiten Male geſchnitten. 
($ 3, Gola. 1.) 

3) Für x = + m wird y = + ypm und = pm; 
daraus folgt: $ 3, Lehrſ. 1 und Эш, 

4) Für wachſende x wird auch y immer größer, wenn auch 
die Ordinaten nur wie die Wurzeln aus den Abſeiſſen 
ſich verhalten. 

5) Für x = о wird y = ©; daraus folgt: $ 3, Folg. 
3 und 4. 


ig. 9. 
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6) Für x = — m wird y imaginàr; daraus folgt: die 
Parabel erſtreckt ſich nur auf der einen Seite der y Achſe 
und exiſtirt auf der andern gar nicht. 


2 
7) Für y = + m wird x = 6 x hat aljo nur einen 
й р 


Werth; daraus folgt: $ 3, Lehrſ. 4. 
: 1 р 1 1 
8) Für х = VE р wird y = T Weng 
daraus folgt: CG = p. 
Folgerung. Die Sehne, welde ſenkrecht zur Achſe durch 
den Brennpunkt geht, ift gleich der 4fachen Brennweite. 


Erklärung. Dieſe Sehne heißt der Parameter der 
Parabel, und ihr Werth iſt die Conſtante der Parabelgleichung. 


8 9. 

Tangente und Normale für den durch x’ und y^ gee 
gebenen Punkt der Parabel. 

Lehrſatz 1. Der Berührungspunkt der Tangente und 
ihr Durchſchnittspunkt mit der x Achſe haben gleiche, aber 
entgegengeſetzte Abſeiſſen. 

Beweis. Nach § 5, Lehrſatz 2 iſt BT = BP, alſo dem 
abſoluten Werth nach, BT = x! + + p und TS = x’, als 


Abſeiſſe TS = — x’. 

Aufgabe 1. Die Gleichung der Tangente zu be 
ſtimmen. 

Auflöſung. Aus den Coordinaten des Berührungspunktes 
x’ unb y' unb denen des Durchſchnittspunktes mit der x Achſe 
— x und o findet ſich 


D 
y y Da ( ) 
4 2 П 
bp ea erm PA 
2x 2x'y 2x'y 2y 
у – у = . G- x’, 
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Folgerung 1. Bezeichnet man den Winkel, unter welchem 
die Tangente die x Adje ſchneidet, mit a, fo ift 
Pare ae |; 
tga = 27 
Abgeſehen vom Vorzeichen wird æ immer kleiner, wenn y” größer 
wird, erreicht aber nie den Werth von 0°. ($. 5, Folg.) 
Lehrſatz 2. Die Abſeiſſen für den Berührungspunkt und 
den Durchſchnittspunkt der Normale mit der * Achſe haben 
eine conſtante Differenz, die dem halben Parameter gleich ijt. 
Beweis. Nach $ 5, Lehrſ. 2 iſt BN = BP, alſo Fig. 9. 


1 
BNS Li: 
N 


SN = * +1 p und 


SN — SE = EN = _ р. 


Anmerkung. EN, die Projection der Normale auf die 
X Achſe, wird Subnormale genannt. 
Aufgabe 2. Die Gleichung der Normale zu be— 
timmen. 
Auflöſung. Da Normale und Tangente ſenkrecht auf 
einander ſtehen, ſo folgt: 
2 * 


A a 


Ұ-у-- Tx 


Folgerung 2. Der Winkel 8, den die Normale mit 
der x Achſe macht, ergiebt ſich aus 
2 1 
«8 = = 
und kommt allmählich dem Rechten näher. 


§ 10. 
Parallele Sehnen, Durchmeſſer. 


Erklärung. Eine Gerade, welche ein Syſtem paralleler 
Sehnen halbirt, heißt Durchmeſſer der Kurve. 


Fig. 10, 


Fig. 10. 
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Lehrſatz 1. Die Achſe der Parabel ijt ein Durchmeſſer. 
(5 3, 3uj.) 

Lehrja 2. Die Ordinate des Berührungspunktes einer 
Tangente iſt das arithmetiſche Mittel zwiſchen den Ordinaten, 
welche zu den Endpunkten einer der Tangente parallelen Sehne 
gehören. 

Vorausſetzung. FG + QR, 


Behauptung. y = TOIT 


Beweis. FG und QR machen mit ber x Achſe gleiche 
Winkel. 


Für FG ift tga = эт (8 9, Bolg. 1). 
y 


сеи 
Für QR ijt tga = JF 


x! — X 
T p у" Ху" 
Hier folgt ay aan und | 
2y = px = px = * — НЕ = yl y. 


y" EE gi y" — y" 


Lehrſatz 3. Der durch ben Berührungspunkt einer 
Tangente gehende Parallelſtrahl halbirt alle der 
Tangente parallelen Sehnen. 

Beweis. Der Halbirungspunkt H der Sehne QR hat 
in Beziehung auf die x Achſe die mittlere Entfernung der Ende 
punkte, alſo 


1 a 
È DI Zugleich ijt 


HN 


„ All 
РМ = yer nach vorigem Satze. 


Alſo HN = PN 
Für ben Halbirungspunkt K der parallelen Sehne UV gilt 
gleichfalls 


KO = rir, während auch 
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PM = er ift nach vorigem Ste. 
Alſo ift auch КО = PM. 
ür alle anderen parallelen Sehnen gilt daſſelbe, ihre Halbirungs⸗ 
punkte haben die Entfernung PM von der x Achſe, liegen aljo 
ſämmtlich in dem durch P gehenden Parallelſtrahl. 
Folgerung. Die Parallelſtrahlen ſind Durch— 
meſſer der Parabel. 


& Hi 

Größe des Parabel-Segments. 

Lehrſatz 1. Der Flächeninhalt eines Dreiecks, welches 
ber einer Parabelſehne jo conſtruirt wird, daß јеле Spitze in 
den Berührungspunkt der zur Sehne parallelen Tangente fällt, 
ängt nur von der Differenz der Ordinaten ab, die zu den 
Endpunkten der Sehne gehören. 

Beweis. QR fei in Н halbirt, dann ift PH + der Fig. 11. 
* Achſe (§ 10), und indem man die Inhalte der beiden Drei- 
ecke РОН und РЕН zuſammenfaßt, findet fh, PH als ge 
meinſchaftliche Grundlinie genommen, 


A QR = Жал — 1 


2 
Nm ijt aber PH = EC = SC — SE 
sc 12 x" + x!!! 
2 
8E =.*' 


д x! х!“ xx 2 x! 
Une. Pi & XT Leere 


Hieraus folgt mit Berückſichtigung von y? = px 
2 
РИ < y? + yi? =— 2 y? yi? + ys — 2 (EAN. 
— A DAA Зыр 
($ 10, Lehrſ. 2.) Nach erfolgter Reduction ijt 


Pa uo (y^ — y? und endlich 


A PQR = ir (y ыша y". 
8p 
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Folgerung 1. Welche Größe die Ordinaten einzeln auch 
haben mögen, ihr Unterſchied allein entſcheidet über die Größe 
des entſprechenden Dreiecks, und zwar verhalten fif dieje Drei. 
ecke, wie die Cuben der zugehörigen Unterſchiede. Bei gleichen 
Unterſchieden ſind die а einander gleich; verhalten fid) bie 


Unterſchiede wie 1 : > fo Ме Dreiecke wie 1 : T 


Lehrſatz 2. Ein Parabelſegment ijt gleich È von dem 
in Lehrſ. 1 bezeichneten Dreieck. 
Behauptung. Segm. PQR = E ^ PQR. 


Beweis nad ber Exhauſtions-Methode des Ar- 
chimedes. Bezeichnet man A PCR mit J und find U und V 
die Berührungspunkte ber zu PQ und PR + laufenden Tan⸗ 
genten, jo ijt, da ber Unterſchied der Ordinaten von P und 9 
nur halb fo groß %, wie ber von Е und О, 


A PUQ = E J. Desgleichen A PVR = 

Zum A РОК kommen aljo 2 Dreiecke hinzu, deren jedes 
=; J ift. 

Nimmt man ferner die 4 Dreiecke über den Sehnen QU, 
UP, PV und VR, jo ift jedes davon = => 5 = 
Fügt man hierzu immer neue Dreiecke über den der Zahl nach 
ſich verdoppelnden Sehnen, ſo me man 


Segm. POR = 7 + 2. 3725 > J + 23, 29 
si adiit 


oder Segm. РОК = J + iJ + 52 4- FL 


1 
+ 2 7 ＋ 
- — 1 
zen), : 
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Endlich Segm. POR = = J. 


Anmerkung. Dieſes Refultat ift ſchon von Archimedes“) 
gefunden worden und bemerkenswerth, weil trotz der krummlinigen 
Begrenzung der Werth ſehr einfach und rational iſt. 

Lehrſatz 3. Ein Parabelſegment iſt gleich i eines 
Parallelogramms, das zwiſchen der zugehörigen 
Sehne und der ihr parallelen Tangente liegt und 
die Sehne zur Grundlinie hat. 

Beweis. O QRWZ = 2 A QRP; 


Segm. ӨЕР = i ^ QRP — T O QRWZ. 


Zuſatz 1. Segm.PQH -i O PZQH. 

Beweis. Segm. РОН = Segm. РЕН, denn A РОН 
= A PRH und das Segm. über PQ ift = dem über PR 
(Lehrſ. 1); alſo Segm. РОН = 3 Cem. РӨК. — Gbenjo 


D PZQH = i O WZQR; alj» auch Segm. РОН = + 
О PZQH, 
Buja 2. бош. 8ЕРС = E D SEPZ - ay Big. 8. 


Folgerung 2. Durch einen Parabelbogen, der zwei ge 
genüberliegende Ecken eines Parallelogramms verbindet, kann 
man daſſelbe im Verhältniß von 2 : 1 theilen. 


celo NA 


) Arneth: Geſchichte der reinen Mathematik. 1852. Seite 108. 
Chasles: Geſchichte der Geometrie, übertragen von Sohncke. 1839. 
Seite 12. Magnus: Sammlung von Aufgaben und Lehrſätzen aus 
der analttiſchen Geometrie. 1833. Seite 497. 


Fig. 12, 
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II. Von der Gllipje. 


Synthetiſcher Theil. 


§ 12. 

Erklärung 1. Die Ellipſe tft eine Kurve, deren 
Punkte von einem feften Kreiſe und einem inner- 
halb deſſelben liegenden Punkte gleiche Entfernung 
haben. 

Iſt der Kreis um A und der Punkt B gegeben, fo find 
P und P“ u. f. w. Punkte der Ellipſe, wenn PG = PB, 
PG = P'B A |. w. 

Dieſe Definition der Ellipſe entſpricht der für die Parabel 
(S 1) gegebenen, inde. kann dieſelbe einfacher und zwed- 
mäßiger gefaßt werden; einfacher, indem man die Beziehung 
zur Kreislinie entbehren kann; zweckmäßiger, indem für die Punkte 
A und B keine Verſchiedenheit beſtehen bleibt. Schlägt man 
nämlich den Kreis um B anſtatt um A, und wird A der feſte 
Punkt, jo erhält man dieſelben Punkte P, Р' u. ſ. w. als Punkte 
der Ellipſe, 
denn AG = BH ; 

PG = РВ. Gl. von Gl. läßt Gl. 


alſo AP = PH. Ebenſo AP’ = РИ” u. j. w. 

Somit erhellt, daß die Punkte A und B keine verſchiedene 
Bedeutung für die Ellipſe haben. 

Indem man nun bedenkt, daß 
АР: + PB = AP + PG = AG 
AP ＋ PBS AP! P'G' AG“ u. ſ. w., jo folgt 

Erklärung 2. Die Ellipſe iſt eine Kurve, für 
deren Punkte die Summe der Entfernungen von zwei 
feſten Punkten conſtant iſt. 

Dieſe Erklärung wird fortan den Erörterungen 
zu Grunde gelegt. — Die feſten Punkte A und B heißen 
Brennpunkte; jede Gerade, die einen Brennpunkt mit einem 
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Punkte der Kurve verbindet, iſt ein Leitſtrahl (rad. rector), 
der Halbirungspunkt M von AB der Mittelpunkt, die Ent⸗ 
fernung des Mittelpunktes von den Brennpunkten (MA oder MB) 
die Exc entricität, bie Linie AB, beiderſeits bis zur Ellipſe 
verlängert, die große Achſe, die, hierauf ſenkrecht, durch M 
gehende Linie die kleine Achſe, jede durch M gehende Gerade 
ein Durchmeſſer, für welche letztere Bezeichnung aber erſt 
$ 24, Lehrſ. 3 die Rechtfertigung erfolgt. 

Folgerung 1. Der geometriſche Ort für die Mittel: 
punkte der Kreiſe, die einen gegebenen Kreis von innen berühren 
und durch einen im Kreiſe gelegenen Punkt gehen, iſt eine 
Ellipſe. 

Folgerung 2. Der geometriſche Ort für die Spitzen 
der Dreiecke, welche dieſelbe Grundlinie und für die anderen 
Seiten eine gleiche Summe haben, iſt eine Ellipſe. 

Conſtruetion a) in einem Zuge. — In den Punkten Fig. 13. 
A und B befeſtigt man die Enden eines Fadens, der länger 
ſein muß als AB, und führt den Stift längs des ſtraff ge⸗ 
haltenen Fadens rings herum. Der Stift beſchreibt die Ellipſe. 

b) durch einzelne Punkte. — Indem man um A und 
B wiederholt Kreiſe mit ſolchen Radien ſchlägt, die zuſammen 
einer beſtimmten Linie s gleich find, kann man nach einander 
beliebig viel Punkte der Ellipſe erhalten, die man dann durch 
einen freien Zug verbindet. 

Wenn man mehrere Ellipſen jo conſtruirt, daß die Breme 
punkte verſchiedene Abſtände haben, während die Summe s der 
Leitſtrahlen unverändert bleibt, ſo ſieht man, daß bei Annäherung 
der Brennpunkte an einander die Ellipſe allmählich in den Kreis 
übergeht. Der Kreis ſelbſt iſt eine Ellipſe, deren 
Brennpunkte zuſammengefaflen find. 


8. 13. 

Lehrſatz 1. Für jeden innerhalb der Ellipſe gelegenen 
Punkt iſt die Summe der Entfernungen kleiner, für jeden 
außerhalb gelegenen größer als die Summe zweier zuſammen⸗ 
gehöriger Leitſtrahlen. 

Beweis leicht. 


Fig. 14 


Fig. 15. 
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Lehrſatz 2. Die große Achſe erſtreckt fi nach beiden 
Seiten gleichweit über die Brennpunkte hinaus. 

Behauptung. AC = BD. 

Beweis. Die Punkte C und D liegen in der Sent 
aljo AC + BC = AD + BD 
oder AC + AC + AB = AB + BD + BD 
oder ZAC + AB = AB + 2BD, 
aljo 2AC = 2BD 

AC = BD. 

Folgerung. Der Mittelpunkt halbirt die große 
Adje, CM = DM. 

Erklärung. Die in der großen Achſe liegenden Punkte 
der Ellipſe (C und D) heißen Scheitelpunkte. 

Lehrſatz 3. Die große Achſe iſt gleich der Summe 
zweier zuſammengehöriger Leitſtrahlen. 

Behauptung. AP + BP = CD. 

Beweis. AP + BP = AD + BD = AD + AC 
(Lehr. 2) = 

Lehrſatz 4. Die nad den Endpunkten der kleinen Achſe 
gehenden Leitſtrahlen ſind der halben großen Achſe gleich. 


Behauptung. AE = BE = AF = BF = 5 CD, 


Beweis. A AEM & A BEM, aljo AE = BE, und 
da AE + BE = CD (ehr. 3) ijt, AE = ВЕ = 3 ср. 
Ebenſo A AFM © A BFM, aljo AF = BF, und 

da AF + BF = CD ijt, aud) AF = BF = E CD. 


Lehrſatz 5. Der Mittelpunkt halbirt bie kleine 
Achſe. 

Beweis. AEB F ijt ein Rhombus nach Lehrſ. 4, aljo 
EM = FM. 


§ 14. 
Lehrſatz 1. Eine gerade Linie ſchneidet entweder 
die Ellipſe in zwei Punkten, oder berührt ſie in 
einem Punkte, oder liegt ganz außerhalb derſelben. 
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Vorausſetzung 1. Die Gerade HK ſchneidet bie Achſe Sig. 16. 
zwiſchen A und B im Punkte С. 

Beweis. Für den Punkt G der Linie HK ift die Summe 
der Entfernungen AG + BG die kleinſte; ſodann erhält man: 
AG + BG < AN + BN < AO + BO < AP + BP 
u. ſ. w. Je weiter man fi von G entfernt, deſto größer wird 
die Summe der Entfernungen, kann dabei aber auf jeder Seite 
nur ein Mal den für bie Ellipſenpunkte beſtimmten Werth s 
annehmen. Alſo exiſtiren zwei, aber auch nur zwei Durchſchnitts⸗ 
punkte. 

Vorausſetzung 2. Die Gerade HK hat eine andere Fig. 17. 
Lage. 

Beweis. Fällt man von einem Brennpunkte, z. B. A, 
ein Perpendikel AJ auf HK und verlängert es um ſich ſelbſt, 
jo daß LJ = AJ wird, je ijt jeder Punkt der Linie HK eben 
їо weit von L entfernt, als von A. Zieht man nun die Linie 
LB, welche HK in G ſchneidet, fo ijt С der Punkt von HK, 
für welchen die Summe der Entfernungen von L und B bie 
kleinſte iſt und man erhält: 

LG + BG < LN + BN < LO + BO u. ſ. w., daher auch 
AG + BG < AN + BN < AO + BO u. ſ. w. 

Je weiter man ji in der Linie HK nach beiden Seiten 
von G entfernt, deſto größer wird die Summe der Entfernungen 
von A und B. Nun können drei Fälle eintreten: 

1) AG + BG < 5; dann ſchneidet HK auf jeder Seite 
von G die Ellipſe, es giebt alſo zwei Durchſchnittspunkte. 

2) AG + BG = s; dann. ijt G ein Punkt der Ellipſe, 
alle anderen Punkte von HK aber liegen außerhalb. HK bez 
rührt die Ellipſe in G. 

3) AG + BG > s; dann liegt б, und um fo mehr 
jeder andere Punkt von HK, außerhalb der Ellipſe, die Linie 
trifft die Ellipſe gar nicht. 

Lehrſatz 2. Jeder Durchmeſſer der Ellipſe wird im 
Mittelpunkte halbirt. 

Behauptung. PM = QM. 

Beweis. Es ſei PM um fid) ſelbſt verlängert bis Q“, Fig. 18. 
dann ift APBQ' ein Parallelogramm, weil fid die Diagonalen 


Fig. 19. 


Fig. 20. 
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gegenſeitig halbiren; folglich AQ’ + BQ' = AP + BP und 
Q ein Punkt der Ellipſe. Da es für den Durchmeſſer nur 
zwei Durchſchnittspunkte mit der Ellipſe giebt (Lehrſ. 1), fo 
muß Q' und Q derſelbe Punkt, alſo Q eben jo weit von M 
entfernt ſein als P. 

Lehrſatz 3. Alle der kleinen Achſe parallelen Sehnen 
werden durch die große Achſe halbirt. 

Behauptung. PG = QG. 

Beweis. Es werde angenommen, in der Verlängerung 
von PG fei Q' der Punkt, beffen Entfernung von С = PG 
wäre. Verbindet man dann Q', fo wie P mit A und B, fo 
ergiebt ſich 
A AQ'G 22 A APG, aljo AQ’ = AP, und 
A BQ'G A BPG, alſo BG = BP. 


Sieraus folgt AQ’ + B= AP + BP. 

Q' ift alſo ein Punkt der Ellipſe, gleichwie P; mehr als zwei 
Punkte kann es in der geraden Linie nicht geben; alſo muß 
Q mit Q berjefbe Punkt und PG = 96 fein. 

Lehrſatz 4. Die zu beiden Seiten der großen 
Achſe liegenden Theile der Ellipſe find congruent. 

Beweis durch Deckung. 

Lehrſatz 5. Alle der großen Achſe parallelen Sehnen 
werden von der kleinen Achſe halbirt. 

Behauptung. PH - RH, 

Beweis. In der Verlängerung von PH ſei R^ der Punkt, 
beffen Entfernung von H = PH wäre. Verbindet man dann 
R' und P mit A, M und B, fo erhält man A МЕН = 
A MPH, folglich RM — PM imb 2 RMH = 2 PMH, 
Hiernach iſt 1 
A BRM өз A АРМ, ай) BR = АР 
A ARM & A BPM, aljp AR’ = BP. 

Es folgt AR' + BR' = AP + BP, aljo 
R' ein Punkt der Ellipſe, dann aber R' und R derjelbe Punkt 
und PH = RH, 

Lehrſatz 6. Die zu beiden Seiten der kleinen 
Achſe liegenden Theile der Ellipſe find congruent. 

Beweis wie bei Lehrſ. 4. 
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§ 15. 

Lehrſatz 1. Werden die Winkel, welde zwei ¿us 
ſammengehörige Leitſtrahlen mit einander bilden, 
halbirt, ſo erhält man Tangente und Normale des 
Ellipſenpunktes. 

Vorausſetzung. 2 АРК = 2 LPK 

Z APN = E BPN. 

Behauptung. НК ijt Tangente und PN Normale. Fig. 21. 

Beweis. Zuvörderſt iſt zu beachten, daß Linien, welche 
Nebenwinkel halbiren, ſenkrecht auf einander ſtehen, daß alſo 
PN Normale ſein muß, wofern HK Tangente iſt. Letzteres 
bleibt zu beweiſen. 

Fällt man von A ein Perpendikel AJ auf HK und vere 
längert es, bis es BL ſchneidet, jo wird A APJ S A LPJ; 
denn JP = JP, z BIP = 2 LJP = Е und 4 APJ = 
< LPI (n. V.). Alſo ijt AJ = LJ und jeder Punkt in 
HK ebenſo weit von L entfernt, als von A. Von allen 
Punkten in HK iſt die Summe der Abſtände von L und B, 
mithin auch von A und B, für den Punkt P die kleinſte, und 
da P in der Ellipſe liegt, fo liegen alle anderen Punkte aufer» 
halb derſelben, d. h. HK iſt eine Tangente. 

Anmerkung. Alle Wärmeſtrahlen Lichte, Schallſtr.), 
die von einem der Brennpunkte aus auf eine elliptiſch ge⸗ 
formte Fläche fallen, werden jo refleetirt, daß fie fib in dem 
anderen Brennpunkte wieder vereinigen. 

Folgerung 1. In den Endpunkten der Achſen ſtehen 
die Tangenten auf den Achſen ſenkrecht, und die Normalen fallen 
mit den Achſen ſelbſt zuſammen. 

Folgerung 2. Die in den Endpunkten eines Durch- Fig. 22. 
meſſers gezogenen Tangenten ſind parallel. 

Behauptung. PT + QS. 

Beweis. AP BO ijt ein Parallelogramm, weil die Diago⸗ 
nalen fid) gegenſeitig halbiren; mithin BP + AQ unb Z MPB = 
< ҺОМ; айо iſt auch 2 BPL = 2 AK als Nebenwinkel 
gleicher Winkel und 2 LPT = 2 Ks als Hälften gleicher 
Winkel. Dies find aber äußere Wechſelwinkel, mithin PT Ar QS. 


Big. 21. 


Fig. 21. 


24 


Lehrſatz 2. Tangente und Normale ſchneiden die große 
Achſe und deren Verlängerung ſo, daß die Entfernungen der 
Durchſchnittspunkte von den Brennpunkten fic) wie die Leite 
ſtrahlen des Berührungspunktes verhalten. i 

Behauptung. 1) AN : BN = AP : BP 

SY NT “BT A BP. 

Beweis. Für 1) ſofort erſichtlich. 

Für 2) ziehe man AL’ 4 TP; dann ijt 2 ALP = 
4 TPL als Gegenw. und 2 ШАР = 2 APT als Wechſelw. 
Nun ijt aber 2 APT = 2 TPL (Lehrſ. 1), mithin auch 
E ALP = z LAP unb PL“ = AP. (о 
AT BT PL: Вр. = АР” ВР; 

Folgerung 2. AN: BN = AT : BT, d. h. A, B, 
T und N find vier harmonische Punkte. 

Folgerung 3. Die Normale geht nur durch den Mittel- 
punkt der Ellipſe, wenn fie mit einer der Achſen ganz zufammen- 
fällt. 


§ 16. 

Aufgabe 1. An einen Punkt der Ellipſe eine Tangente 
zu ziehen. 

Auflöſung 1 (cinfachfte). Man halbirt 2 LPA. 

2. Man macht PL = PA, zieht LA und fällt darauf 
von P ein Perpendikel РЈ. 

3. Man halbirt LA in J und verbindet J mit P. 

4. Man ſchlägt mit der halben großen Achſe einen Kreis 
um den Mittelpunkt M und verbindet den Durchſchnittspunkt J 
dieſes Kreiſes und der Linie AL mit P. 


Beweis. МЈ = 5 BL, aljo MJ : BL = AM : AB 


und da die den größeren Seiten gegenüberliegenden Winkel 
JAM und LAB gleich find, jo it A JAM co A LAB, 
Daher MJ + BL und AJ = JL und ſomit JP Tangente. 
Anmerkung. Hierbei liegt L in der Peripherie des Leite 
kreiſes ($ 12) und J in der Peripherie des über der großen 
Achſe als Durchmeſſer beſchriebenen Kreiſes. 
5. Man macht PL' = PA und zieht PT + AL‘. 
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Beweis. AT: BT = PL“: BP = AP: BP. Dem 
nach PT Tangente in Folge von $. 15, Lehrſ. 2. 

6. Man conjtruirt die Normale durch Halbirung von 
< APB oder durch Theilung von AB im Verhältniß von 
AP : BP und zieht dann die Tangente ſenkrecht zur Normale. 

Aufgabe 2. An einen Punkt der Ellipſe eine Normale 
zu ziehen. 

Auflöſung mit denen von Aufg. 1 gegeben. 

Aufgabe 3. Von einem außerhalb der Ellipſe gelegenen 
Punkte G die Tangente an dieſe Kurve zu ziehen. 

Auflöſung. Man schlägt mit der großen Achſe den Kreis Fig. 23. 
um A und mit BG einen Kreis um ©, der den erſten in L 
und K ſchneidet. Darauf zieht man AL und AK, welche die 
Ellipſe in P und © ſchneiden. GP und GQ find die Tangenten. 

Beweis. A ВРС = A LPG (drei Seiten S), alfo 

BP HSA LPG. 
A BQG & A KQG,aljo z BQG— ZKQG. 


Analytiſcher Theil. 
§ 17. 

Vorausgehende Beſtimmungen. Man wählt den Mittel» 
punkt der Ellipſe zum Anfangspunkt der Coordinaten und läßt 
die x und y Aje mit der großen und kleinen Achſe zufammen- 
fallen. Die halbe große Achſe werde mit a, die halbe kleine 
Achſe mit b, die Grcentricitàt mit e bezeichnet, alſo MC = 
MD — a; ME = MF = b; MA — MB — с, Man hat Fig. 24. 
AE = a ($ 13, Lehrſ. 4), daher a? — b? + e? oder e? = 
a? — p 

Gleichung der Ellipſe. Für den Punkt P ber Gllipje 
fei PG — y, MG = x. Um die Gleichung zwiſchen y 
und x zu finden, geht man von der Grundeigenſchaft 
des Punktes P aus. Danach ijt AP + BP = да, 


Es iſt aber AP = Vs + (x + в)?; 
BP = y + — 95 


alſo: Vy + (x +e) + Vs + (x — 0)? = 2a. 
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Vertheilt man, um vortheilhafter zu quadriren, die Wurzeln 
auf beide Seiten der Gleichung, ſo iſt 


(set + у ＋ (x + ت‎ = рада state o = ». я 


woraus nad) möglichiter Reduction folgt 


ex =a? — a, Vr + (х — 22; oder 


"rm (x — c)? = a?.— ex 


Quadrirt man zum zweiten Male und ordnet die Gleichung, 
ſo wird 

ay + (a? — c?) x? = alla? — c?) 

Nach Obigem ijt a? — c? = be, mithin 

Ay? + b?x? = a?b?, 

Dies ijt bie Mittelpunktsgleichung ber Ellipſe. 

Dividirt man dieſe Gleichung durch a?b?, jo nimmt fie 

x? 


2 
eine noch einfachere Form an, nåmlid L + q. 1 


Bemerkungen. Während in dem ſyuthetiſchen Theil die 
Ellipſe durch die Entfernung der Brennpunkte und die 
Summe der Leitſtrahlen beſtimmt wurde, werden für die 
Gleichung der Kurve die beiden Halbachſen als die ge— 
gebenen Conſtanten betrachtet. Für gewöhnlich iſt a > b; es 


kann aber auch a = b genommen werden. 


Bei a = b erhält man y? + x? = as, das ijt bie 
Mittelpunktsgleichung des Kreifes für den Radius a; alſo geht 
die Ellipſe in einen Kreis über, wenn die Achſen 
gleich werden. Da in dieſem Fall die Excentricität e = 


Va — b? = o wird, die Brennpunkte aljo mit dem Mittel- 
punkte zuſammenfallen, jo zeigt ſich die Uebereinſtimmung mit 
§ 12. 

Für a < b würde die halbe große Achſe mit b, die halbe 
kleine mit a bezeichnet und erſtere mit der y, letztere mit der 
X Achſe zuſammengefallen ſein. 
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§ 18. 
Discuſſion ber Gleichung ay? + bx? = а?Ь?, 


1) Für x =o wird y = + b, daraus folgt: die y Adje 
wird auf beiden Seiten in der Entfernung der Fleinen 
Halbachſe geſchnitten. 

2) Für x = + a wird y = o, b. f.: die x Achſe wird 


auf beiden Seiten in der Entfernung der großen Halbachſe 
geſchnitten. 


3) Für x = + m, wobei m < a ijt, wird 
y= + b ys — m?, d. f.: zwiſchen den Enden der 
E LU 
großen Adje hat bie Ellipſe zu beiden Seiten der x und 
y Achſe congruente Zweige. 


4) Für wachſende m wird y a? — m? immer kleiner, d. f.: 


bie Ellipſe ijf in der Mitte am breiteften und nähert fid 
von beiden Seiten her der x Achſe, bis für x = + a 


die über und unter ber Achſe befindlichen Zweige in der 
Achſe ſelbſt ſich vereinigen. 


5) Für x + m, wobei m > a ijt, wird y imaginär, 


d. f.: die Ellipſe erſtreckt ſich nicht über die große Achſe 
hinaus. 


§ 19. 

Umſchriebener Kreis. Erklärung. Es beſteht ein 
enger Zuſammenhang zwiſchen der Ellipſe und dem mit der 
großen Achſe als Durchmeſſer conſtruirten Kreiſe; dieſer Kreis 
wird der umſchrie bene genannt. 

Lehrſatz 1. Die Ordinaten der Ellipje verhalten 
ſich zu den entſprechenden Ordinaten des umſchriebenen 
Kreiſes — bia 

Beweis. Conſtruirt man um die große Achſe als Durch— 

meſſer einen Kreis und bezeichnet die Ordinaten des Kreiſes zum 


Fig. 24. 


Wig. 25. 
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Unterſchiede von denen ber Ellipſe mit Y, fo erhält man für PG 


b 
== 7 Ve — x? für RG 


Ya Ve m x?. 


Mithin oder 7: b: a 
a 


Zuſatz. Die zu gleichen Abjeiffen gehörigen Ordinaten 
aller Ellipſen, welche dieſelbe große Achſe haben, verhalten ſich 
wie ihre kleinen Achſen. 

Conſtruetion der Ellipſe mit Hülfe des ume 
ſchriebenen Kreiſes. 

Gegeben ſind die beiden Achſen. 

Man conſtruirt einen Kreis um die große Achſe CD als 
Durchmeſſer, zieht die Ordinaten GH, G H'“ u. Î. w. und 
ſchneidet von ihnen jedesmal ein Stück ab, das ſich zur ganzen 
Ordinate verhält wie b : a. Man erreicht dies am beiten 
dadurch, daß man auch mit der kleinen Halbachſe einen Kreis 
um M {Фа M mit H, H“ u. f. w. verbindet und durch bie 
Punkte K, K“ u. ſ. w. Parallelen zu CD zieht, bis fie die 
Ordinaten ſchneiden. P, P“ u. ſ. w. find Punkte der Ellipſe, 
denn 

GP : GH = MK : MH = b: a 

GP! GH! = MK! MH! bia ш FE w. 


$ 20. 

Tangenten und Normalen. 

Lehrſatz 1. Für je zwei Ellipſenpunkte ſtehen bie Dif 
ferenzen der Ordinaten und Abſeiſſen in einer einfachen Bes 
ziehung zu ihren Summen. 

Beweis. Seien x’ und у’, x" und y” die Coordinaten 
zweier Ellipſenpunkte, ſo gilt für dieſelben die Gleichung der 
Ellipſe; alſo 
а?у2 + b?x'? — a*b? und 
а2у/2 + b?x/?.— a?b?, Durch Subtraction erhält man: 

а? ( — 5%) + b? (x'? — x'?) = o oder 
а? (у! — y") (у 4 y") ＋ be -) (x! 4+ x") — o 


x! X y + y" 
у! — y" Pe b? X ＋ X. 
ee CT ar y + у" 


Aufgabe 1. Die Gleichung der Tangente für den 
durch xí unb у gegebenen Punkt der Ellipſe zu beſtimmen. 


Auflöſung. Die Gleichung einer Geraden, welche durch Fig. 26. 
den gegebenen Punkt geht, hat die Form y — у a. (x — x^, 
wobei a noch beliebig iſt. Jede dieſer Geraden ſchneidet die 
Ellipſe in zwei Punkten, nur wenn man den zweiten Durchſchnitts⸗ 
punkt ſo nahe an den Punkt P gerückt denkt, daß er mit ihm 
zuſammenfällt, bleibt bloß ein gemeinſchaftlicher Punkt übrig, 
und die Gerade iſt Tangente. Bezeichnet man den zweiten 
Durchſchnittspunkt mit x^ y", fo muß für ihn obige Gleichung 
ebenfalls gelten und man erhält 
y" س‎ у! = a (x" س‎ x’), alſo 


3 üt hi 
i: 7" Es ijt hiernach 


G 
ر‎ у = TL (к —х=) 


die Gleichung einer Secante, welche durch zwei beftimmte 
Ellipſenpunkte geht, und ſie muß zur Gleichung der Tangente 
werden, wenn x^ = x' und y” = у! gefebt wird. In obiger 
Gleichung würde zwar in dieſem Fall 


айлан ИСС. Г. рине 
x" х! x ж. 0 ! 
alſo unbeſtimmt; nach Lehrſ. 1 ift aber 
Y 2% y' en b? x" + x! 
EA A ДЕ ES 


und wenn man hierin y^ = y' unb x" = x’ werden läßt, fo 
erhält man 


bs “جه‎ LA b? x! 
a a m RT 


und die Gleichung der Tangente wird 
b? x’ 


coal a 
a y (x х), 


of sort ie 


Big. 26, 


Fig. 27, 
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Folgerung 1. Bezeichnet man den Winkel, welchen die 
Tangente mit der x Achſe bildet, mit e, fo tft 
2 D 
tga = — "ORT und da für bie Endpunkte der großen 
Achſe y = о, für die der kleinen Achſe x = o wird, jo iit 
für erſtere tga — d oder die Tangente L zur x Achſe, für 
о 


letztere tg = o oder die Tangente + der x Achſe. 

Aufgabe 2. Die Gleichung der Normale für einen 
gegebenen Ellipſenpunkt zu beſtimmen. 

Auflöſung. Aus der Gleichung der Tangente folgt ſofort 
die der Normale 

2 y 
y amy us = (X K). 

Lehrſatz 2. Die halbe große Achſe ift die mittlere Pro- 
portionale zwiſchen der Abſeiſſe des Berührungspunktes und des 
Durchſchnittspunktes der Tangente mit der x Achſe. 

Behauptung. XI: a =a; MT. 

Beweis. Setzt man in der Gleichung der Tangente 
y = o, fo wird x = MT, alſo 

bP rx! 
a? у 
ay? + bex? = b?x'x. Für x' unb y! gilt auch 
ay’? + bx? — a?b?, 
Alſo b?x'x = a?b? oder 
KEK = АИО sb oe geo e 

Lehrſatz 3. Tangenten, welche eine Ellipſe und den ume 
ſchriebenen Kreis in folden Punkten berühren, deren Abſeiſſen 
gleich ſind, ſchneiden die große Achſe in demſelben Punkte. 

Beweis. Für die Tangente des Ellipſenpunktes P ift 


2 
MT = = (nach vorigem Lehrſ.). Für den Punkt Q des 
x 
Kreiſes um М ijt MQ? = MG , MT” ober а? = x. MT", 
2 
aljo auch MT! — 2. Hieraus folgt MT — MT und T 
ж 


(x — x), woraus folgt 


— ү = — 


und Т” fallen zuſammen. 
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Folgerung 2. MT ijt von der Heinen Achſe nicht ab» 
hängig, bleibt alſo daſſelbe, wenn auch der Werth von b ſich 
ändert. 

Folgerung 3. Die Tangente für den Punkt P 
kann conſtruirt werden, indem man die Ordinate PG bis 
zum umſchriebenen Kreiſe, bis E, verlängert, in Q die Tangente 
des Kreiſes zieht und den Durchſchnittspunkt T dieſer und ber 
großen Achſe aufſucht. TP ijt dann Tangente der Ellipſe. 


§ 21. 
Parallele Sehnen, conjugirte Durchmeſſer. 
Lehrſatz 1, Die Halbirungspunkte paralleler 
Sehnen liegen in demſelben Durchmeſſer. 
Beweis. Für die Sehne PQ ſeien die Coordinaten der Fig. 28. 
Endpunkte x'y' und x“y”, für die Sehne RS ſeien es xy" 


und хуу, Die Gleichung von PQ ijt y —y' = ey 


x" — x! 
(x — x^. (Vergl. 6 20, Aufg. 1.) 
Bezeichnet man den Winkel, unter welchem die Linie bie 


X Achſe ſchneidet mit e, jo ift tga = IE Nach 
$ 20, Lehrſ. 1 wird 


а-ы Fx Lob = 
» Joy a iy 
2 
ba у 
a" Y 


wobei x und y die Coordinaten des Halbirungspunktes Н find. 
gleicher Weiſe findet fuf für RS die Gleichung y — y" = 
AT 

(x — x") und 


tga’ = y — +!“ db am b? XIV + х!“ = 
x Xx TA ^at yt y" Ж 
Iv ші 
Е xV+x bY 


Fig. 28. 
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wobei r' und y' die Coordinaten des Halbirungspunktes К find. 
Da beide Sehnen als parallel gegeben find, jo wird o^ = a 
jein, mithin 

2 


a2 y Ús a? y' 
I Linate. . 

Aus diejer Proportion folgt aber, dag М, H und K in einer 
Geraden liegen. So wie К, jo muß auch der Halbirungspunkt 
von jeder anderen PQ parallelen Sehne in den durch H ge 
henden Durchmeſſer fallen. 

Lehrſatz 2. Iſt eine Tangente einer Sehne parallel, ſo 
liegt der Berührungspunkt in demſelben Durchmeſſer, der durch 
den Halbirungspunkt der Sehne geht. 


Beweis: Für PQ iſt tee = — E 
a? y 

für die Tangente VT ijt tga' = — nn 
al y 


wenn ry! die Coordinaten des Berührungspunktes find ($ 20, 
Bolg. 1). Da PQ + VT, fo ift & = e, alſo 

кы. 

ақылды ы 
woraus folgt, daß V mit Н in demſelben Durchmeſſer liegt. 

Lehrſatz 3 (Umkehrung). Jeder Durchmeſſer halbirt 
ein Syſtem paralleler Sehnen. 

Beweis. Conſtruirt man die Tangente für den Endpunkt 
des Durchmeſſers, ſo ſchneidet jede der Tangente parallele Sehne 
den Durchmeſſer ſo, daß ihr Halbirungspunkt in den Durchmeſſer 
zu liegen kommt. (Lehrſ. 2.) 

Anmerkung. Hierin liegt die Berechtigung, die durch M 


gehenden Linien Durchmeſſer zu nennen. 


Fig. 29. 


Lehrſatz 4. Zieht man zweien Sehnen, die von den Ende 
punkten der großen Achſe nach demſelben Punkte der Ellipſe 
gehen, zwei Durchmeſſer parallel, ſo halbirt der eine von dieſen 
die dem andern parallel laufenden Sehnen. 

Vorausſetzung. QS 4 PD 

UR + PO. 
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Beweis. QS halbirt PC, denn CK ; KP = CM; 
MD = 1:1. Folglich halbirt QS alle mit CP und daher 
auch mit RU parallelen Sehnen. Daſſelbe gilt von RU und 
den Sehnen, die PD und folglich auch QS + find. 

Erklärung. Zwei ſo zuſammengehörige Durchmeſſer, daß 
der eine jedesmal die dem anderen parallelen Sehnen halbirt, 
heißen conjugirte Durchmeſſer. Die Achſen find ebenfalls 
conjugirte Durchmeſſer. 


§. 22. 
Flächeninhalt der Ellipſe. 
Lehrſatz 1. Ein von zwei Ordinaten gebildeter 


Streifen der Ellipſe iſt > von dem burd) biejelben 


Ordinaten begrenzten Streifen des umſchriebenen 
Kreiſes. 


Behauptung. PGHQ = 2 KGHL. 


Beweis. Man zieht bie Sehnen PQ und KL und bee gig. 30. 
rechnet den Inhalt der Trapeze PGHQ und KGHL, 
Gs ift Tr. PGHQ = (PG + ОН), = 


Tr. кені, = (KG + LH). = 


Alſo Tr. PGHQ : Tr, KGHL = (PG + QH):(KG+LH), 
Nun iſt nach $ 19, Lehrſatz 1 PG = P xe und QH — LH, 
a a 


mithin: Tr. PGHQ: Tr, KGHL— >. (KG+LH):(KG-+LH) 


o © 


mm DT 


a 
= bea 
und Tr, PGHQ =, Tr. KGHL, 
a 
Liegen die Ordinaten jebr nahe an einander, ijt der Streifen 
alſo unendlich femal, jo gehen die Sehnen PQ und KL in 
3 
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ihre Bogen über, und die von der Ellipſe und dem Kreiſe jelber 
begrenzten Streifen ſtehen nach Obigem im Verhältniß von b : a, 

Liegen aber die Ordinaten weiter aus einander, ſo kann 
man zwiſchen dieſelben unendlich viel andere ziehen und dadurch 
den breiteren Streifen in lauter unendlich ſchmale zertheilen. 
Da alle einzelnen, durch die Ellipſe begrenzten, unendlich ſchmalen 


Streifen von den durch den Kreis begrenzten ſind, ſo iſt 
a . 
auch bie Summe ber ег егеп ij von ber Summe der letzteren 
a 


und PGHQ = b ken. 
a 
Lehrſatz 2. Der Flächeninhalt der Ellipſe ift 


= ab zr. 
Beweis. Nach vorigem Satze ijt ein von zwei Ordinaten 


begrenzter Streifen der Ellipſe 2 von dem entſprechenden 
a 


Streifen des umſchriebenen Kreiſes; in ſolche Streifen kann 
aber die ganze Ellipſe zerlegt werden und es ergiebt ſich daraus, 


daß die ganze Ellipſe = des umſchriebenen Kreiſes ijf. Alſo 
a 


ift die Cllipje — di dg UE. 


Ш. Von der Hyperbel. 


Synthetiſcher Theil. 


5. 23. 
Erklärung 1. Die Hyperbel iſt eine Kurve, deren 
Punkte von einem feſten Kreiſe und einem außerhalb 
deſſelben liegenden Punkte gleiche Entfernung haben. 
Fig. 31. Für den Kreis um A und den Punkt D find P und P' 
Punkte der Hyperbel, wenn PG = PB und P'G' — Р'В ijt, 
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jo daß die Dreiecke BPG und BP'G' gleichſchenklig find. Man 
erhält in den verlängerten Radien die Punkte der Hyperbel in 
ununterbrochener Folge, bis die Radien durch die Punkte K und 
L gehen, in welchen bie von B an den Kreis gezogenen Tan- 
genten denſelben berühren. Dann ſind wegen der rechten Winkel 
bei K und L in den Verlängerungen von AK und AL keine 
Punkte mehr vorhanden, bie von K und L einerſeits und von 
B anderſeits gleiche Entfernung hätten. Noch weniger exiſtiren 
ſolche Punkte, wenn die Radien den Kreis über K und L 
hinaus ſchneiden. Der Hyperbelbogen bleibt alſo zwiſchen den 
Geraden AN und 40 eingeſchloſſen. 


Berückſichtigt man aber die Entfernungen vom Kreiſe auch 
in entgegengeſetzter Richtung, in der Richtung über den Mittel- 
punkt A hinaus, jo erhält man eine neue Folge von Hpperbel⸗ 
punkten, die einen zweiten für ſich beſtehenden Zweig bilden. 
Liegt auch in der Verlängerung von AH über Н hinaus kein 
Punkt der Hyperbel, ſo erhält man doch in der Richtung über 
A den Punkt 2, für welchen ОН = QB ift; ebenſo Q', weil 
Q'H' = ОВ, u. 1. w. 

Hiernach findet ſich für jeden Punkt der Kreisperipherie 
mit alleiniger Ausnahme von K und L ein Hyperbelpunkt, 
jedoch fo, daß für die Punkte С zwiſchen K und L ein Zweig, 
für die übrigen Punkte bei rückwärts gemeſſener Entfernung 
ein zweiter Zweig ſich bildet. 

Dieſelbe Hyperbel erhält man, wenn man den Kreis um 
B ſchlägt und die Entfernungen von dieſem Kreiſe und 4 aus 
nimmt. 

Vorſtehende Erörterung zeigt, daß bei der Hyperbel eine 
einfachere und zweckmäßigere Definition noch nöthiger 
iſt, als es bei der Ellipſe der Fall war. Sie ergiebt ſich, wie 
folgt. 

Da AP — BP = AP — PG = AG, 

AP! — BP'— АР! — P'G' — AG‘, 
BQ — AQ= HQ — AQ = AH, 
BQ' — AQ'—H'Q'— AQ'= AH’ u. |, w. 
und AG = AG! = AH = AH! ц, ſ. w., jo folgt: 
i 3* 


Fig. 34. 


Fig. 32. 
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Erklärung 2. Die Hyperbel ift eine Kurve, für 
deren Punkte die Differenz der Entfernungen von 
zwei feſten Punkten conftant ijt. 

Dieſe Erklärung wird fortan zu Grunde gelegt. 

Auch hier heißen A und B die Brennpunkte, jede 
Gerade, die einen Brennpunkt mit einem Punkte der Kurve 
verbindet, Leitſtrahl (rad. vector), der Halbirungspunkt M 
von AB Mittelpunkt, MA und MB Excentricitát, CD 
die Hauptachſe, jede durch M gehende gerade Linis, auch 
wenn fie die Hyperbel nicht ſchneidet, Durchmeſſer (vergl. 
$ 33, Lehrſ. 4). Die Nebenachſe iſt imaginär. 

Folgerung 1. Der geometriſche Ort für die Mittel- 
punkte der Kreiſe, die einen gegebenen Kreis von außen oder 
einſchließend berühren und durch einen außerhalb des 
Kreiſes gelegenen Punkt gehen, iſt eine Hyperbel. 

Folgerung 2. Der geometriſche Ort für die Spitzen 
der Dreiecke, welche dieſelbe Grundlinie und für die anderen 
Seiten eine gleiche Differenz haben, iſt eine Hyperbel. 


§ 24. 


Conſtruetion der Hyperbel. a) in einem Zuge. 

An einem Lineal ift in Н ein Faden befeſtigt, deſſen 
Länge < AH ſein muß und in der Figur 32 = GH ge 
nommen worden iſt. Dabei muß AG < AB ſein. Das 
andere Ende des Fadens iſt in B auf dem Papier befeſtigt. 
Indem nun das Lineal um den Punkt A gedreht und durch 
den Stift der Faden immer ſtraff gehalten wird, beſchreibt der 
Stift einen Hyperbelbogen, für welchen A und B die Brenn- 
punkte find und AG die conftante Differenz der Leitſtrahlen be. 
zeichnet. Durch Befeſtigung des Fadens in A und Drehung 
des Lineals um B erhält man den zweiten Zweig der Hyperbel. 

Beweis. Der abgelöſte! Theil des Fadens, PB, ijt = 
PG; demnach iſt für jeden Punkt des Hyperbelbogens AP — 
BP = AP — PG = AG und alſo conſtant. 


* 
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b) durch einzelne Punkte. 

Man ſchlägt um die Brennpunkte A und B wiederholt Fig. 33. 
Kreiſe mit ſolchen Radien, deren Länge um eine conftante Größe 
differirt, und verbindet die folden Kreijen angehörenden Durch⸗ 
ſchnittspunkte durch einen freien Zug. Man erhält bei derſelben 
Zirkelöffnung jedesmal 4 Punkte der Hyperbel. 


§ 25. 

Erklärung 1. Ein Punkt liegt außerhalb der Hyperbel, 
wenn beide Verbindungslinien des Punktes mit den Brenn⸗ 
punkten die Kurve ſchneiden; er liegt dagegen innerhalb des 
einen Zweiges, wenn die Verbindungslinie mit dem Brennpunkte 
dieſes Zweiges die Kurve nicht ſchneidet. 

Lehrſatz 1. Für jeden innerhalb der Hyperbel gelegenen 
Punkt iſt die Differenz der Entfernungen größer, für jeden 
außerhalb gelegenen kleiner als die Differenz zweier zuſammen⸗ 
gehörigen Leitſtrahlen. 

a) Voraus ſetzung. AP — BP = AG. Fig. 34. 

Behauptung. AJ — BJ > AG, 

Beweis. BJ < PB + PJ, 

aljo aud BJ < GP + PJ, 

oder ВЈ — GJ. 
Folglich AJ — ВЈ > AJ — GJ 
und AJ — BJ > AG, 

b) Vorausſetzung. AQ — BQ = AG. 

Behauptung. AL — BL — AG, 

Beweis. AL < AQ + LQ; 

alſo AL — BL < AQ + LQ — BL, 

oder AL — BL < AQ + LQ — LQ — BQ, 
ober AL — BL < AQ — BQ 

und AL — BL < AG, 

Ebenſo kann auch bewieſen werden, daß BL — AL < 
AG ijt, da L auch außerhalb des anderen Hyperbelzweiges 
liegt. 

Lehrſatz 2. Die Hauptachſe der Hyperbel endet auf beiden 
Seiten gleichweit vor den Brennpunkten. 
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Fig. 34. Behauptung. AC — BD. 
Beweis. AD — BD = BC — AC 
oder AC + CD — BD = BD + CD — AC, 
alſo AC — BD = BD — AC 
2AC = 2BD 
AC = BD. 

Folgerung. Der Mittelpunkt halbirt die Daupte 
achſe: CM = DM. 

Erklärung 2. Die Endpunkte der Hauptachſe С und D 
heißen Scheitelpunkte der Hyperbel. 

Lehrſatz 3. Die Hauptachſe iſt gleich der Dif— 
ferenz zweier zuſammengehörigen Leitſtrahlen. 

Fig. 34. Behauptung. AP — BP = CD, 

Beweis. AP — BP = AD — BD = AD — AC 
(8%. 2) = OD. 

Lehrſatz 4. In bem Perpendifel, das man im 
Mittelpunkte M auf der Hauptachſe errichtet, liegt 
kein Punkt der Hyperbel. 

Beweis leicht. 


$ 26. 


Lehrſatz 1. Eine gerade Linie ſchneidet entweder 
die Hyperbel in zwei Punkten, oder berührt ſie in 
einem Punkte, oder liegt ganz außerhalb derſelben. 

Fig. 35. Vorausſetzung 1. Die Gerade OV ſchneidet die Linie 
AB zwiſchen A und B. я 

Beweis. Fällt man BH | OV, verlängert es um ſich 
ſelbſt bis G, jo daß HG = BH ijt, und verbindet A mit G, 
jo iſt AG die größte Differenz der Entfernungen, welche die 
Punkte in der Linie OV von den Brennpunkten haben. Alle 
Punkte von OV find nämlich von B und G gleichweit ені» 
fernt, alſo iſt 


AK — BK = AK — GK = AG 
Dagegen AN — BN = AN — GN < AG, 
AL — BL = AL — GL < AG u. |. w. 


Nun können drei Fälle eintreten. Es jet die Differenz der 
Leitſtrahlen bei der Hyperbel = d, jo kann: 


E 


1) AG < d jet. Dann haben alle anderen Punkte 
von OV eine noch kleinere Differenz der Entfernungen; bie 
ganze Linie OV hat keinen Punkt mit der Hyperbel gemein 
und liegt ganz außerhalb derſelben. 

2) AG = d. Dann i AK — ВК = d und K 
ein Punkt der Hyperbel; alle anderen Punkte von OV liegen 
aber außerhalb und OV iſt Tangente. 

3) AG d. Dann giebt es immer zwei Durchſchnitts⸗ 
punkte, wie aus folgenden Betrachtungen erhellt. 

Errichtet man in M, dem Mittelpunkte der Hyperbel, das 
Perpendikel auf AB, welches OV in T ſchneidet, jo ijt AT — 
BT = o und ein Punkt der Hyperbel liegt daher zwiſchen K 
und T. Der andere Durchſchnittspunkt kann entweder über K 
oder über T hinaus liegen. 

Zieht man durch A eine Parallele zu OV und verlängert 
BG bis zu ihr, bis S, jo wird, wenn d > AS ift, der zweite 
Punkt über K hinaus liegen; ijt aber d << AS, jp liegt der 
zweite Punkt über T hinaus. 

Betrachtet man die Punkte über K hinaus, ſo verringert 
ſich die Differenz der Entfernungen immer mehr, aber nur bis 
zu der Grenze A8. Denn 

AN — BN = AN — QN = AQ, 

AO — BO = AO — RO = AR; 
aber AR < AP < AQ < AG. Die Differenz der Ent 
fernungen wird immer kleiner, doch AS < AR und kleiner 
als jede folgende Differenz. Ein Punkt der Hyperbel kann 
alſo über K hinaus liegen, wenn d der Größe nach zwiſchen 
AG und As fällt, ſonſt nicht. 

Für die Punkte über T hinaus wird die Entfernung von 
B größer, als die von A, und die Differenz VB — VA = 
VG — VA = VW — VA = AW bleibt immer < AS, 
nähert ſich aber dieſem Werthe immer mehr. Es wird aljo 
der zweite Durchſchnittspunkt über T hinaus fallen, wenn d < 
As iſt. 

Vorausſetzung 2. Die Gerade OV ſchneidet die Linie Fig. 36. 
AB in ihrer Verlängerung, in K. 


Fig. 37. 


gig. 37. 
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Beweis. Die größte Differenz der Entfernungen ift für 
diefen Fall = AB; denn 
KB — KA = AB, 
dagegen VB — VA < AB, 
LB — LA < AB u. |. w. 

Da bie Differenz ber Leitſtrahlen d kleiner als AB ſein 
muß, ſo treten die Fälle nicht ein, daß O ganz außerhalb 
der Hyperbel läge oder dieſelbe nur berührte, ſondern es giebt 
immer zwei Durchſchnittspunkte. 

Schneidet das in M auf AB errichtete Perpendikel die 
Linie OV in T, jo iſt für den Punkt J die Differenz der 
Entfernungen = 0 und es muß alſo ein Punkt der Hyperbel 
zwiſchen K und T liegen. Der zweite Punkt liegt entweder 
über K oder über T hinaus. 

Für die über K hinaus liegenden Punkte bleibt die Differenz 
der Entfernungen > AS, wenn AS + OV und BS | AS 
gezogen iſt. Es liegt alſo der zweite Durchſchnittspunkt über 
K hinaus, wenn АВ > d > AS, Wenn aber d < AS, 
fo liegt er über T hinaus, weil in dieſer Strecke die Differenz 
der Entfernungen von 0 bis AS wächſt und alſo dann ein 
Punkt der Hyperbel darin liegen muß. 


§ 27. 

Lehrſatz 1. Der von der Hyperbel begrenzte Theil eines 
Durchmeſſers wird im Mittelpunkte halbirt. 

Behauptung. PM = QM. 

Lehrſatz 2. Alle auf der verlängerten Hauptachſe ſenk— 
rechten Sehnen werden durch dieſe Achſe halbirt. 

Lehrſatz 3. Die zu beiden Seiten der verlängerten 
Hauptachſe liegenden Theile der Hyperbel find con» 
gruent. 

Lehrſatz 4. Alle der Hauptachſe parallelen Sehnen werden 
durch das im Mittelpunkte auf der Hauptachſe errichtete Per— 
pendikel halbirt. 

Behauptung. HR = HS. 

Lehrſatz 5. Die beiden getrennten Zweige der 
Hyperbel find congruent, 
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Die Beweiſe dieſer Lehrſätze ftimmen faſt vollſtändig mit 
denen von $ 14, Lehrſ. 2—6 überein. 


§. 28. 


Lehrſatz 1. Werden die Winkel, welche zwei zuſammen⸗ 
gehörige Leitſtrahlen mit einander bilden, halbirt, ſo erhält man 
Tangente und Normale des Hyperbelpunttes. 

Vorausſetzung. 2 APT = Z BPT, 

E N . 

Behauptung. PT ijt Tangente und PN Normale. 

Beweis. Zieht man BJ L TH und verlängert es, bis 
es AP in б ſchneidet, jo ijt A BJP 2 A GIP; denn PJ 
= PJ, 2 BJP = Z GIP = R und Z BPJ = 2 GPJ 
nach Vorausſ. Alſo GJ = BJ und G ijt der Punkt, von 
welchem alle Punkte in HT dieſelbe Entfernung haben, wie 
von B. Daraus folgt AG — AP — BP = der Differenz 
der Leitſtrahlen. Von allen Punkten in HT außer P ijt die 
Differenz der Entfernungen von A und В < AG; alſo liegt 
P allein iu der Hyperbel, alle anderen Punkte von HT liegen 
außerhalb derſelben ($ 26, Lehrſ. 1) und HT ijt Tangente, 
alſo auch PN Normale. 

Anmerkung. Alle Wärmeſtrahlen (Licht-, Schallſtr.), 
die von einem der Brennpunkte aus auf eine hyperboliſch 
geformte Fläche fallen, werden ſo reflectirt, als wären ſie von 
dem anderen Brennpunkte ausgegangen. 

Lehrſatz 2. Tangente und Normale ſchneiden die Haupt⸗ 
achſe und deren Verlängerung ſo, daß die Entfernungen der 
Durchſchnittspunkte von den Brennpunkten fic) wie die Seit. 
ſtrahlen des Berührungspunktes verhalten. 

Behauptung. 1) AT: BT — AP : BP, 

Q) AN : BN = АР : BP. 

Beweis. Für 1) ſofort erſichtlich. 

Für 2) iſt zu berückſichtigen, daß BG + NP 
ift, woraus AN : BN = AP: GP = AP : BP folgt. 

Folgerung. А, B, T und N find vier harmoniſche Punkte. 


Fig. 38. 


Fig. 38. 


Fig. 39. 
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§ 29. 

Aufgabe 1. An einen Punkt der Hyperbel eine Tangente 
zu ziehen. 

Auflöſungen nach § 16, Aufg. 1. 

Aufgabe 2. An einen Punkt der Hyperbel eine Normale 
zu ziehen. 

Aufgabe 3. Von einem außerhalb der Hyperbel gelegenen 
Punkte L die Tangenten an dieſe Kurve zu ziehen. ч 

Auflöſung. Man ſchlägt mit der großen Achſe CD Kreiſe 
um A und B, ſodann um L erſtens einen Kreis mit AL, der 
den Kreis um B in H und H' und zweitens einen Kreis mit 
BL, ber den Kreis um A in G und G' ſchneidet. Dann zieht 
man AG und AG”, außerdem BH und BH’, bis ſie ſich in 
den Hyperbelpunkten P und О ſchneiden, verbindet L mit P 
und Q und erhält in LP und LQ bie verlangten Tangenten. 

Beweis. A AGL & A BH'L; denn AL = HL, 
GL = BL unb AG = BH’; mithin 2 AGL = & H'BL. 
Wegen GL = BL ijt ud 2 LGB = £ LBG, daher aud) 
2 PGB= z PBG unb GP = BP. Hieraus folgt zunächſt, 
daß AP — BP = AG und P, der Durchſchnittspunkt von 
AG und BH’, ein Punkt der Hyperbel ijt. Dann aber folgt 
A PGL e A PBL (drei Seiten); alſo 2 GPL = 2 BPL 
und fomit PL Tangente. 

Ebenſo kann der Beweis für QU geführt werden. 

Anmerkung. Conſtruction und Beweis für Aufg. 3 find 
zwar einfacher, wenn man nur 46 und AG’ bis zum Durch⸗ 
ſchnitt mit der Hyperbel in P und 0 verlängert; indeß liegen 
dieſe Durchſchnittspunkte öfters zu fern, als daß man die Linien 
bis zu ihnen hin ziehen könnte. In dem Falle laſſen ſich mit 
Zuziehung von BH und BH' die Tangenten doch conſtruiren, 
wenn man auch die Durchſchnittspunkte von AG und BH” einer: 
ſeits und von AG” und BH andrerſeits nicht benutzen kann. 
(Vergl. Kambly: Planimetrie, S. 92, Aufg. 11.) 

Lehrſatz. Zieht man die Tangenten vom Mittelpunkt 
aus, ſo laufen ſie bis in's Unendliche, ohne daß die Berührung 
wirklich erfolgt. 
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Beweis. Man ſchlägt (wie bei Aufg. 3) mit der großen Fig. 40. 
Adje CD Kreiſe um A und B, ſodann um М einen Kreis 
mit MA oder MB, welcher den Kreis um A in G und 6“ 
und den um B in H und H'“ ſchneidet. Zieht man dann AG 
und BH“, fo ſchneiden fid) dieſelben nicht, ſondern laufen ра» 
rallel; denn 2 AGB = R als Winkel im Halbkreis, und da 
2 P"BG = E P'GB, fo auch Z P"BG = R. Zieht man 
zu dieſen Linien durch M die Parallele MP, ſo trifft dieſelbe 
weder nach P, noch nach R hin verlängert jemals die Hyperbel. 
Denn jeder Punkt P dieſer Linie bleibt außerhalb der Kurve, 
da (wegen Gleichheit von BJ und GJ) AP — BP = AP 
— GP < AG, . 

Aehnlich findet man die zweite Linie QS. 

Folgerung. Die Hyperbelzweige erſtrecken ſich nicht über 
< PMS und QMR hinaus. 

Erklärung. PR und QS heißen Aſymptoten der 
Hyperbel, weil ſie, bis in's Unendliche verlängert, doch nicht 
mit der Kurve zuſammenfallen. 


Analytiſcher Theil. 


§ 30. 
Gleichung der Hyperbel. Man wählt, wie bei der Fig. И. 

Ellipſe, den Mittelpunkt M zum Anfangspunkt der Goorbinaten, 
läßt die * Achſe mit der Hauptachſe der Hyperbel zuſammen⸗ 
fallen und nimmt ſenkrecht darauf die y Achſe. Die halbe 
große Adje bezeichnet man mit a, die Ercentricitit mit e; alfo 
MC = MD = a, MA = МВ = e. Für den Punkt P der 
Hyperbel fei PG = y, MG = x unb nach der Grundeigenſchaft 
der Kurve ift ; 

AP — BP = 2a, 


oder Vy? + (x + о)? — Vy? + (x — e)? = 2a. 
Durch eine gleiche Umformung wie bei der Ellipſe erhält man 


а?у? da (e? ds a?) x? = — 22 (c? - a). 
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Da c > a, fo ijt е2 — a? pofitiv und kann = b? ge 
jegt werden. Dann ergiebt fid) 


а2у2 — bx? = س‎ a*b? 
oder, durch a?b? dividirt, 
Than д 
b? a? 


als Mitelpunktsgleihung der Hyperbel. 

Bemerkungen. 1) Schlägt man mit e einen Kreis um 

D, der die y Achſe in E und F ſchneidet, ſo iſt 
EM? = FM? = e? — а? 
aljo EM = FM =b, 

Man nennt EF die Nebenachſe der Hyperbel. 

2) Sind die Achſen einander gleich, alſo b = a, fo er 
hält man die gleichſeitige Hyperbel, deren Gleichung 
y? — * = — a? ijt, und die fid) zu den übrigen Hyperbeln 
ebenſo verhält, wie der Kreis zu den Ellipſen. 

3) Wird in der Gleichung der Ellipſe die Achſe b ima» 
ginär, alſo = b y — 1 geſetzt, jo erhält man die Gleichung 
der Hyperbel. 

§ 31. 

Discujfion der Gleichung а?у? — b?x? = — a?b?, 

1) Für x = o wird y = + by — 43 daraus folgt: In 
der y Achſe liegt kein Punkt der Hyperbel, der Werth 
von y bezeichnet die imaginäre Nebenachſe. 

2) Für x = + a wird y = o; d. f.: Die x Achſe wird 
auf beiden Seiten in der Entfernung der halben Haupt» 
achſe geſchnitten. 

3) Für x = + m, jo lange m < iſt, behält 


у= +. LI y m? — a? einen imaginären Werth; b. f.: 


Soweit bie Hauptachſe reicht, liegen keine Punkte der 
Hyperbel. 

4) Für x = + m, wobei m > a, ift y immer reell, d. f.: 
Von den Enden der großen Achſe (den Scheitelpunkten) an 
ſetzt ſich die Kurve nach beiden Seiten hin gleichmäßig 
fort und bildet über und unter der x Achſe congruente 
Zweige. 
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5) Für wachſende m wird Vm? - a? immer größer; d. f.: 
Die Hyperbel entfernt fi) ſowohl von der x Achſe, als 
von der y Achſe nach beiden Seiten hin immer mehr. 

6) Für x = + о wird auch y = + ©; d. f.: Die 
Entfernungen der Hyperbelzweige von beiden Coordinaten- 
Achſen wachſen bis in's Unendliche. 


$ 32. 


Lehrſatz 1. Tangenten und Normalen. Für je 
zwei Hyperbelpunkte ſtehen die Differenzen der Ordinaten und 
Abfeiffen in einer einfachen Beziehung zu ihren Summen. 

Beweis wie $ 20, Lehrſ. 1. — Sind x’ unb y', x" 
und y“ die Coordinaten zweier Hyperbelpunkte, ſo gilt für 
dieſelben die Gleichung 

y МЕЗ ү“ ыр b? х! + x! 
za Wy ' 
mögen beide Punkte demſelben Hyperbelzweige oder verſchiedenen 
Zweigen angehören. 

Aufgabe 1. Die Gleichung der Tangente für den 
durch x! und у’ bezeichneten Punkt der Hyperbel zu beſtimmen. 

Auflöſung wie § 20, Aufg. 1. 

Als Gleichung einer Secante, die durch zwei Qu. 
perbelpunkte geht, findet man 


T Wu 
у 2 Y (x — x’) 


x — x" 
oder nach Lehrſ. 1 
b? x! + X 
m estro C) 
M y a? y JB y" 
und hiernach als Gleichung der Tangente 


П bex! i 
Folgerung 1. Bezeichnet man den Winkel, welden bie 
2. 
Tangente mit der x Achſe bildet, mit а, fo ijt tga = 2. 
a 
Für die Scheitelpunkte C und D, deren Coordinaten x! = +3 


Fig. 40, 
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y' = o find, wird tga = д. alſo ſtehen ihre Tangenten 
о 
ſenkrecht auf ber x Achſe. 
Zuſatz 1. Die Tangente eines unendlich entfernten Punktes 
der Hyperbel geht durch den Mittelpunkt. 


Beweis. Die Gleichung der Tangente läßt fid) folgender- 
maßen umformen: 


а?уу! Бай a?y!? = bx’ — b?x'? 
oder ayy — bixx'= ay’? — bx? = — a?b? 
(mit Berückſichtigung der Gleichung der Hyperbel) 
Ру ЕЕЕ er 
x! хі! 


wobei Y. = T: 


Nimmt man nun x“ unendlich groß, fo wird не + 
und die Gleichung der Tangente wird 
ey. (+ 2) -- bx = о, woraus 
5 


у= + * x hervorgeht. 
Ue 5 

Letztere Gleichung bezeichnet aber zwei gerade Linien, die durch 
den Mittelpunkt gehen. 

Zuſatz 2. Die durch die Gleibungeny = + LA x 

— fb 

bezeichneten Geraden find bie Aſymptoten ber Hy— 
perbel. 


Beweis. In Fig. 40 waren PR und QS die Aſymptoten 
der Hyperbel (8 29, Erklär.). Da A MIB rechtwinklig, 


MJ = AG= a, MB =o und BJ = Yor — a2 = d 
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М-ы Die Gleichung 
a 


ijt, jo erhält man tg JMB = rr 


der Geraden PR ijt mithin y = = x; 
a 
Die Gleichung von QS ijt y = — m 
a 


Die Aſymptoten haben aljo die Gleichungen y = + = Ж; 


Folgerung 2. Für bie gleichſeitige Hyperbel find 
die Gleichungen der Afymptoten y = + x und y = — x. 
Die Aſymptoten ſchneiden alſo bie Achſen unter Winkeln von 45° 
und ſich ſelber rechtwinklig. 

Aufgabe 2. Die Gleichung der Normale für einen 
gegebenen Hyperbelpunkt zu beſtimmen. 

Auflöſung. Aus der Gleichung der Tangente folgt ſofort 
die der Normale 


257 
у-у == an. 


$ 33. 
Parallele Sehnen, conjugirte Durchmeſſer. 
Lehrſat 1. Die Halbirungspunkte paralleler 
Sehnen liegen in demſelben Durchmeſſer. 
Beweis. Wie bei der Ellipſe (§ 21, Lehrſ. 1) findet Fig. 42. 
ſich für 2 а, den PQ (P'Q^ mit ber x Achſe bildet, 


tga = LI und mit Anwendung von $ 32, Lehrſ. 4 


x" 
u 4 

qe x^ + x! ur SLE * 

ge = 4 +y NEA y + y 38 у’ 


2 
wobei x unb y Ме Coordinaten des Halbirungspunktes Н (H^) 
find, 
Desgleichen ift für RS (R'S^) 


tga = = mn 
x 


Fig. 42. 


Fig. 43. 
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wobei x“ und y“ die Coordinaten des Halbirungspunktes K (K^ 
ſind. 
Aljo, da a = e ijt, 
b? x - b? " 
абу ау 
НЫН VER un, 
Hieraus folgt, daß M, Н und К (M, H“ und K) in einer 
Geraden liegen; mithin liegen alle PQ (Р 07) parallelen 
Sehnen mit ihren Halbirungspunkten in dem durch Н (H) 
gehenden Durchmeſſer oder werden ſammtlich von ihm halbirt. 
Lehrſatz 2. Iſt eine Tangente einer Sehne parallel, 
ſo liegt der Berührungspunkt in demſelben Durchmeſſer, der 
durch den Halbirungspunkt der Sehne geht. 


2 
Beweis. Für PQ war tga — Pr (Lebrj. 1) 
a 


2 1 
für die Tangente VT ijt ше = T ($ 32 Følg. 1), 


wobei x“ und y' die Coordinaten des Berührungspunktes find, 
Alſo, da & = el ijt, 
Lenz yl 
und der Berührungspunkt V liegt in demſelben Durchmeſſer, 
ber durch Н geht. 

Lehrſatz 3. Zieht man zweien Sehnen, die von den 
Endpunkten der großen Achſe nach demſelben Punkte der Hyperbel 
gehen, zwei Durchmeſſer parallel, ſo halbirt der eine von dieſen 
die dem anderen parallel laufenden Sehnen. 

Vorausſetzung. QS + PC, 

| RU + PD. 

Beweis. QS halbirt CD, aljo auch PD, alſo alle PD 
parallelen Sehnen. RU halbirt CP und alle CP parallelen 
Sehnen. 

Erklärung. QS und RU find conjugirte Durch 
mejjer der Hyperbel. (Vergl. § 21, Erklär.) 

Folgerung 1. Die Achſen ſind conjugirte Durchmeſſer, 
die Aſymptoten nicht. 

Lehrſatz 4. Jeder Durchmeſſer halbirt ein Syſtem 
paralleler Sehnen. 
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Beweis. Zu jedem Durchmeſſer kann man von C aus 
eine parallele Sehne ziehen und zieht man dann von D aus 
eine zweite Sehne nach demſelben Punkt der Hyperbel, den 
die erſte trifft, jo wird letztere Sehne und mithin jede ihr par 
rallele von dem gegebenen Durchmeſſer halbirt. 


§ 34. 

Aſymptoten. 

Aufgabe. Die Aſymptoten einer gegebenen Hyperbel zu 
conſtruiren. 

Auflöſung. Die Gleichungen der Aſymptoten ſind Fig. 44. 

vorn ee Kb 
a n 
Man errichtet aljo in D das Perpendikel, macht DH = DK = b 
und zieht die Aſymptoten MH und MK, 

Lehrſatz. Die Hyperbel nähert jid den Ajymp- 
toten immer mehr, fällt jedoch nie mit ihnen zur 
ſammen. 

Beweis. Zieht man für einen Punkt P der Hyperbel Fig. 44. 
die Ordinate PL = y, verlängert fie bis zur Aſymptote und 
bezeichnet die Ordinate QL mit y”, jo findet fij, daß der 
Unterſchied beider Ordinaten, PQ oder y” — y, immer kleiner 
wird, je weiter der Punkt P fortrückt, doch nie in Null übergeht. 

Es iſt nämlich für den Punkt Q 


y= = x, aljo ay’ = bx und 


a?y? = b?x?, Für P giebt die Gleichung der Hyperbel 
4252 = b?x? — a?b?, aljo ſubtrahirt: 


a? (y? — y?) = a?b? oder 
y^ — y? = b 
(у'— y)(y'+y) = b? und 
y =a = а 
у ＋ 


Diejer Werth von y' — y wird aber immer Heiner, je groper 
у’ und y werden, geht jedoch nie in Null ſelbſt über. 


50 


IV. Von den Durchſchnittsfiguren 
des Kegels. 


§ 35. 

Die Kegelfläche ſei dadurch entſtanden, daß von 
zwei ſich unter einem ſpitzen Winkel ſchneidenden 
Geraden die eine als Erzeugende um die andere 
als Achſe gedreht worden iſt und beide dabei ſtets 
denſelben Winkel mit einander gebildet haben. Die 
bewegte Linie beſchreibt den Kegelmantel, und da die Linien 
unendlich lang gedacht werden, ſo bilden ſie zwei mit den Spitzen 
zuſammenſtoßende Kegelflächen gewöhnlicher Art. 

Lehrſatz 1. Jede durch die Spitze gelegte Ebene hat 
mit der Kegelfläche entweder nur einen Punkt, die Spitze, oder 
nur eine Linie oder zwei ſich ſchneidende Linien gemein. 

Beweis. Eine durch die Spitze gelegte Ebene wird 
entweder von der Erzeugenden bei ihrer Drehung außer in der 
Spitze ſelbſt nicht weiter getroffen; oder die Erzeugende liegt 
ihrer ganzen Länge nach einmal in der Ebene, wobei die Ebene 
Tangentialebene der еде фе wird; oder die Erzeugende fällt 
zweimal in die Ebene, indem die Kegelfläche von der Ebene 
geſchnitten wird. Dreimal kann die Erzeugende nicht in dieſelbe 
Ebene fallen, weil es dann drei gerade Linien in einer Ebene 
gäbe, die mit einer anderen Linie, der Achſe, gleiche Winkel 
bildeten, was nur dann der Fall ſein könnte, wenn die Achſe 
auf der Ebene und damit auch auf der Erzeugenden ſenkrecht 
ſtände. (Vergl. Kambly: Stereom. Aufg. 4.) 

Lehrſatz 2. Steht eine Ebene ſenkrecht auf der 
Adje, fo ift die Durchſchnittsfigur ein Kreis. 

Folgerung. Der entſtandene Doppelkegel iſt ein 
gerader Kegel. 
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Lehrjag 3. Wird bie Achſe von einer Ebene 
unter demſelben Winkel geſchnitten, den die Achſe 
mit der erzeugenden Linie bildet, jo ift die Durch— 
ſchnittsfigur eine Parabel. 


Beweis. GSH ſei die Ebene, in welde der Neigungs- Fig. 45. 
winkel der Achſe SN gegen die ſchneidende Ebene CIK fällt. 
Z SLC iſt aljo der Neigungswinkel, und da derſelbe jo groß 
ift wie 2 LSI, jo ift SH + CJ und daher auch SH + 
Ebene CIK. Die Ebene CIK muß auf der Ebene des 
Neigungs⸗Winkels, mithin auf Ebene GSH ſenkrecht ſtehen. 
Man ſucht nun die Gleichung der Durchſchnittsfigur 
zu beſtimmen. Der Anfangspunkt der Coordinaten ſei C, die 
x Achſe CX, die y Achſe ſenkrecht CX in der Ebene CIK. 
Die Ordinate irgend eines Punktes K der Durchſchnittsfigur 
erhält man, indem man durch K eine Ebene ſenkrecht zur Achſe 
SN legt. Dieſelbe ſchneidet den Kegel in einem Kreiſe GHK, 
ferner die Ebene GSH in dem Durchmeſſer GH und die durch 
den Kegel gelegte Ebene CIK in JK. Da die Ebene CIK 
und GHK beide ſenkrecht auf GSH find, fo iſt auch ihre 
Durchſchnittslinie JK | GSH und mithin L CJ und 1 GH. 


Weil KJ 1 CJ, je find KJ und CJ zwei zuſammen ⸗ 
gehörige Coordinaten und KJ = y, CJ = x. 


Weil zugleich KI 1 GH im Kreiſe ӨНЕ, jo iſt 
KJ? = GJ . JH oper 
y? = GJ . JH. 


Zieht man CR 1 SN, daher + GH, fo ijt JH = OR, aljo 
unveränderlich, wo auch ber Punkt K liegt. GJ ändert ſich. 
Zur Beſtimmung ſeines Werthes berückſichtige man, daß 
A GCI c A CSR, daß айо GJ : x = CR: CS und 


GJ = = x. Setzt man die Werthe von GI und JH 
ein, ſo ergiebt ſich 
ya OR? x 
cs 


ye 


Fig. 45. 


Fig. 46. 
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2 
Da ros; ein gegebener conſtanter Werth ijt, jo kann er = p 


geſetzt werden und man erhält 
y? = px, die Gleichung einer Parabel. 

Zuſatz 1. Der Brennpunkt der Parabel liegt in dem 
Punkte B, in welchem CJ von dem Kreiſe berührt wird, der 
CJ, CS und SH berührt. 

Beweis. Da SE und CE winkelhalbirende Trans 
verſalen find, fo iſt E der Mittelpunkt des CJ, CS und SH 
berührenden Kreiſes, und fällt man von E eine Senkrechte EB 
auf CJ, jo ift B Berührungspunkt des Kreiſes. 

Da nun A CEB co A CES, jo hat man 


CB: CE= Ch: C8 
oder CB : 1 ОЕ = der; cs 
3 3 
1 CR? 
der СВ 1. 
орет 1 68 

1 
und CB = — p. 
Т р 


Affo ift B der Brennpuntt der Parabel nah $ 7 

Lehrſatz 4. Wird die Achſe von einer Ebene 
unter einem größeren Winkel geſchnitten, als der 
iſt, den die Achſe mit der erzeugenden Linie bildet, 
jo ift die Durchſchnittsfigur eine Ellipſe— 

Beweis. 2 SLC ijt wieder der Neigungswinkel der Achſe 
gegen die schwebende Ebene; da aber 2 SLC > 2 LSH, jo 
ſchneidet CL auch SD in D. Wie Lehrſ. 3 ijt wieder IK = y, 
CI = x und 

JK? GJ . JH over 
y! = GJ . JH, 
GJ und JH find beide veränderlich. Bezeichnet man CD mit 
2a und zieht CR und DQ + GH, jo findet man 


GJ ı x = QD: 2a oder GJ = 2 * 


Hi ( = x) = OR: За ober JH = Lo e 
a 
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Sekt man ein, jo erhält man 
ya = OR. DQ 
4а? 
Dieje Gleichung wird weiter umgeformt. Bezeichnet man die 
zum Halbirungspunkt von CD, zu x = a, gehörende Ordinate 
mit b, ſo erhält man 
p. KR. D 


. x (2a — x). 


und die Gleichung ber Durchſchnittsfigur wird, wenn man b? 
in dieſelbe einführt, 
b? b? 
y= —.x (Za — x) = — (дах — х2), 
a? a? 
Dieſe Gleichung ift die Gleichung einer Ellipſe, aber die 
Scheitelgleichung, weil der Anfangspunkt der Coordinaten 
in einem Scheitelpunkte liegt. Um ſie zur Mittelpunktsgleichung 
zu machen, muß der Anfangspunkt der Coordinaten in den 
Mittelpunkt M übertragen werden. Geſchieht dies, fo wird 
CJ = CM + MJ oder x = a+ х! 
geſetzt. Obige Gleichung wird in Folge biejer Subſtitution 


42.25 D 112 
у? = cy (Фа [а + x] — [а + x) 


und giebt bei gehöriger Umformung und indem man für x’ 
wieder x ſetzt, bie neuen x aber von М aus abmift, 

абу E DE yab? 
die Mittelpunktsgleichung der Ellipſe. 


Zuſatz 2. DR, das zwiſchen den Parallelen CR und Fig. 47. 
DQ liegende Stück der Kegelſeite, ift jo groß, wie die Ent- 
fernung der beiden Brennpunkte der Ellipſe von einander. 
Beweis. Man fällt von R und C die Perpendikel auf 
DQ; dann ergiebt ſich 
aus A DRT : RT? = DR? — DT? 
und aug A DCP : CP? = DC? — DP? 
RT = CP, aljo aud) DR? — DT?— DC? — DP? 
oder DR? = DC? — (DP? — DT?) 
= DC? — (DP + DT) (DP — DT) 
= DO? — DQ. OR. 


Fig. 47. 


Fig. 48. 
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Es ift aber DC? = (2a)? und DQ. CR = (2b)? (Lehrſ. 4), 
alſo DR? = (2a)? — (2b)?, 
mithin DR? = (2c)?, wenn, wie früher, die Excentricität mit 
с bezeichnet wird, 
und DR = 2c. 

Zuſatz 3. Conſtruirt man den in A CDS eingeſchriebenen 
Kreis, jo berührt er CD in dem einen Brennpunkte der Ellipſe. 

Beweis. Der Kreis berührt die Seiten des Dreiecks in 
den Punkten A, V und W. 

Da DA = DW = DR + RW, jo erhält man 

DR = DA — RW = DA — СУ = DA — CA. 
Schneidet man ein Stück DB = CA von DA ab, fo bleibt 
AB = DR, alſo nach Zus. 2 

AB = 2e. 
Wenn aber АВ gleich der doppelten Excentricität ijt, fo find 
A und В bie Brennpunkte der Ellipſe. 

Lehrſatz 5. Wird die Adje des Kegels von einer 
Ebene unter einem kleineren Winkel geſchnitten, 
als der iſt, den die Achſe mit der erzeugenden 
Linie bildet, jo ijt die Durchſchnittsfigur eine Hy- 
perbel. 

Beweis. Der Neigungswinkel SLC ijt < 2 БІН, 
daher ſchneiden ſich CL und SH in der Verlängerung über O 
und S hinaus in D, und die Durchſchnittsfigur beſteht aus 
zwei Zweigen, bie in den entgegengeſetzten Theilen des Doppel 
kegels liegen. Der Anfangspunkt der Coordinaten ſei wieder 
C, CJ = x, JK = y und es iſt wieder, wie in den früheren 
Fällen 

у? = GJ . JH. 

Bezeichnet man wieder das gegebene Stück CD mit 2a und zieht 
CR und DQ + GH, jo erhält man aus A GIC A DQO, 
GJ : x = DQ: 2a und aus A DJH A DER 

JH : (2a + x) = CR: 2a. 


DR 


AN TI 
Daraus folgt GJ = т x und JH = HE 


A (2a + x) 


und eingeſetzt 
Du DQ . CR 


ia (2ax + x). 


55 


Setzt man Rechteck 


LA = b? fo wird 


2 b? 9 2 
y = =z (ах + x’). 


Dies ін bie Scheitelgleichung der Hyperbel; um fie in 
die Mittelpunktsgleichung zu verwandeln, muß der Anfangs 
punkt der Coordinaten nach M, dem Halbirungspunkt von CD, 
fortgerückt und x = x’ — a geſetzt werden. Durch dieſe 
Subſtitution wird 


2 = b? 4 1 2 
у -, @E += y 


und daraus, indem man für x’ wieder x fest, 
а?у? — bx? = — 2252 
die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel. 

Zuſatz 4. DR ift gleich der Entfernung der Hpperbel- 
Brennpunkte von einander. 

Zuſatz 5. Conſtruirt man innerhalb des Kegels die 
Kreiſe, die CJ, CS und SH berühren, jo find die Berührungs⸗ 
punkte, die in der Linie CJ liegen, die Brennpunkte der Qv 
perbel. 

Zuſatz 6. Lehrſ. 3, 4 und 5 laſſen fid) folgendermaßen 
zuſammenfaſſen: Wird ein Kegel parallel einer ſeiner 
Seiten von einer Ebene geſchnitten, ſo iſt die Durch⸗ 
ſchnittsfigur eine Parabel; werden alle Seiten des 
Kegels auf einer Seite der Spitze geſchnitten, ſo er— 
hält man eine Ellipſez werden ſie dagegen zum 
Theil in ihrer Verlängerung geſchnitten, fo ent- 
ſteht eine Hyperbel. — 
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Taf. IV. Fig. 35-42. 


Taf, V. Fig 13-48. 
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